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PENGANTAR PENERBIT 

Sebagai penerbit ilmiah, Penerbit BRIN mempunyai tanggung jawab untuk 

terus berupaya menyediakan terbitan ilmiah yang berkualitas. Upaya tersebut 

merupakan salah satu perwujudan tugas Penerbit BRIN untuk turut serta 

membangun sumber daya manusia unggul dan mencerdaskan kehidupan bangsa 

sebagaimana yang diamanatkan dalam pembukaan UUD 1945. 

Material komposit memiliki banyak keunggulan dibandingkan dengan 

material-material yang lain. Salah satu keunggulan tersebut adalah sifatnya 

yang kuat, kaku, sekaligus ringan. Material dengan sifat-sifat yang seperti ini 

sangat diperlukan untuk pembuatan struktur ringan yang banyak diaplikasikan 

di berbagai bidang. Melihat luasnya penggunaan material komposit untuk 

pembuatan struktur ringan maka penjelasan yang komprehensif, sistematis, dan 

terperinci tentang material tersebut juga sangat diperlukan.  

Pembahasan pada buku ini terfokus pada analisis tentang mekanika dari 

material komposit yang berupa lamina dan laminat pada skala makro. Inti dari 

pembahasan tersebut adalah berupa penjelasan tentang hubungan respons 

material komposit dengan gaya luar, perubahan suhu, dan perubahan tingkat 

kelembapan dari material komposit tersebut. 

Buku ini ditulis dengan harapan dapat menjadi bacaan utama baik bagi 

pelajar, pengajar, maupun praktisi di bidang material komposit. Pembaca buku 

ini diasumsikan telah mempelajari kalkulus, aljabar linier dan fisika dasar 

mekanika. Pemahaman pembaca tentang mekanika material akan sangat 

membantu, tetapi pemahaman tersebut tidak menjadi prasyarat untuk 

mempelajari buku ini.  

Kami berharap hadirnya buku ini dapat menjadi referensi bacaan untuk 

menambah wawasan dan pengetahuan bagi seluruh pembaca. Akhir kata, kami 

mengucapkan terima kasih kepada semua pihak yang telah membantu proses 

penerbitan buku ini. 
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PRAKATA 

Karena sifat-sifatnya yang unggul, material komposit sudah banyak 

diaplikasikan di berbagai bidang. Oleh sebab itu, penjelasan yang komprehensif, 

sistematis dan terperinci tentang material tersebut juga sangat diperlukan. 

Alhamdulillah, atas rahmat Allah Swt., saya bisa menyelesaikan buku tentang 

mekanika material komposit ini. Buku ini ditulis dengan harapan dapat menjadi 

bacaan utama bagi pelajar, pengajar, dan praktisi di bidang material komposit.  

Pembaca buku ini diasumsikan telah mempelajari kalkulus, aljabar linier, 

dan dasar-dasar mekanika. Pemahaman pembaca tentang mekanika material 

akan sangat membantu, tetapi pemahaman tersebut tidak menjadi prasyarat 

untuk mempelajari buku ini.  Pembahasan pada buku ini terfokus pada analisis 

tentang mekanika dari material komposit pada skala makro. Inti dari 

pembahasan tersebut adalah berupa penjelasan tentang hubungan respons 

material komposit dengan gaya luar, perubahan suhu, dan perubahan tingkat 

kelembapan dari material komposit tersebut.       

Buku ini terdiri atas delapan bab yang berkaitan antara satu dan yang 

lainnya. Bab pertama menjadi dasar untuk mempelajari bab kedua, dan 

seterusnya. Oleh sebab itu, setiap bab pada buku ini harus dipelajari secara 

berurutan. Kemudian, untuk memudahkan pembaca, di setiap awal bab, terdapat 

peta konsep yang menunjukkan keterkaitan antar-subbab pada bab tersebut. 

Selain itu juga terdapat contoh-contoh soal terkait konsep-konsep yang 

diberikan.        

Bab I berisi pengenalan terhadap material komposit. Salah satunya 

adalah tentang komponen penyusun material komposit yang terdiri atas serat 

dan matriks. Selain itu, bab tersebut juga berisi penjelasan tentang beberapa 

konsep dasar tentang mekanika material yang akan digunakan pada pembahasan 

bab-bab berikutnya.   

Pada Bab II, dijelaskan konsep-konsep tentang mikromekanika material 

komposit. Mikromekanika material komposit merupakan ilmu tentang cara 

menentukan sifat-sifat material komposit yang dihasilkan berdasarkan sifat-

sifat material penyusunnya, yaitu serat dan matriks. Artinya, pada bab ini, kita 

akan membahas interaksi antara serat dan matriks. Pembahasan tersebut akan 

membantu pembaca untuk memahami alasan material komposit memiliki sifat-

sifat yang unggul dibandingkan dengan material-material konvensional. 

Perlu diketahui bahwa material komposit dibuat dalam bentuk lapisan 

tipis yang disebut sebagai lamina. Bab III dan Bab IV berisi penjelasan tentang 

mekanika lamina tanpa meninjau interaksi antara serat dan matriks pada lamina 

tersebut.  

Selanjutnya, perlu diketahui juga bahwa dalam pengaplikasiannya, 

material komposit biasanya dibuat dalam bentuk beberapa lapis lamina. 

Material komposit yang terdiri dari beberapa lapis lamina tersebut disebut 
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sebagai laminat. Bab V, Bab VI, Bab VII, dan Bab VIII berisi tentang analisis 

dari laminat tersebut.    

Saya sudah mencoba melakukan yang terbaik yang bisa saya lakukan dan 

saya sangat berharap buku ini dapat memberikan panduan yang benar-benar 

membantu kepada siapa pun yang mempelajari material komposit. Banyak 

waktu, pikiran, dan tenaga yang sudah saya habiskan untuk menulis buku ini. 

Akan tetapi, saya menyadari bahwa buku ini tentu akan terus membutuhkan 

perbaikan. Oleh sebab itu, masukan dan kritikan terhadap buku ini sangat saya 

harapkan. Mudah-mudahan, apa yang kita lakukan memberikan sumbangsih 

besar terhadap ilmu pengetahuan di negeri ini.  

Pada akhirnya, saya mengucapkan terima kasih yang sebesar-besarnya 

kepada siapa pun yang telah berjasa dalam pengerjaan buku ini, baik secara 

langsung maupun tidak langsung. 

   

 

Bogor, Juni 2020 

 

 

Ahmedi Asraf 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

Era modern ini tidak bisa dipisahkan dari penggunaan material komposit. 

Misalnya, banyak bagian dari struktur pesawat terbang dan roket membutuhkan 

material dengan sifat yang kuat sekaligus ringan. Penggunaan material 

konvensional seperti besi tidak memungkinkan pemenuhan sifat yang seperti 

itu. Hal ini disebabkan material-material konvensional yang kuat cenderung 

berat. Sebaliknya, material-material yang ringan cenderung lemah. Oleh sebab 

itu, diperlukan material baru yang mengombinasikan kedua sifat tersebut 

sehingga memiliki sifat yang kuat sekaligus ringan. Material komposit 

merupakan material yang memiliki sifat seperti itu.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 1.1 Peta Konsep Bab I 

Sebagaimana peta konsep yang ditunjukkan pada Gambar 1.1, dalam bab 

ini kita akan membahas definisi dan beberapa konsep tentang material komposit. 

Kemudian, kita juga akan membahas beberapa konsep dasar mekanika material. 

Jenis-Jenis 

Material 
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vs. Regangan dan 

Modulus Young 
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Regangan Geser 

dan Modulus 
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Usaha dan 

Energi Regangan 
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Konsep-konsep tersebut pada bab-bab selanjutnya akan kita gunakan untuk 

membahas mekanika material komposit.  

A. Apa itu Material Komposit?  

Material komposit merupakan material yang dibuat dengan menggabungkan 

dua jenis penyusun pada skala makroskopik. Kedua penyusun itu disebut 

sebagai matriks dan penguat. Penguat ada yang berupa partikel, serat pendek, 

dan serat yang kontinu atau panjang. Serat berfungsi sebagai penguat yang 

ditanamkan di dalam matriks. Pada umumnya, beberapa contoh serat yang 

digunakan adalah serat karbon, serat aramid, dan serat kaca. Sementara itu, 

matriks biasanya terbuat dari material polimer, seperti epoksi dan poliester. 

Gambar 1.2 menunjukkan sketsa dari material komposit yang diperkuat serat 

searah yang kontinu. Pada buku ini, kita akan fokus membahas mekanika 

material komposit yang diperkuat serat seperti ini.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 1.2 Sketsa material komposit diperkuat serat 

kontinu yang ditarik pada arah serat. 

 Keunggulan sifat serat dan matriks digabungkan pada material 

komposit. Ketika material komposit ditarik pada arah serat seperti ditunjukkan 

pada Gambar 1.2, perlu diketahui bahwa sebagian tarikan yang dialami oleh 

matriks ditransfer ke serat. Dengan demikian, sifat serat yang kuat menutupi 

kelemahan matriks yang biasanya cukup lemah. Penjelasan yang lebih 

terperinci tentang cara transfer gaya ini akan kita bahas nanti. Selain itu, 

meskipun matriks lebih lemah, tetapi matriks memungkinkan serat tersusun 

secara rapi dan sejajar. Matriks juga memberikan perlindungan ke serat dari 

kerusakan dan zat kimia.  

𝑭 

𝑭 
Serat 

Matriks 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 Pendahuluan  |  3 

B. Lamina dan Laminat 

Material komposit dibuat dalam bentuk lapisan tipis seperti ditunjukkan pada 

Gambar 1.2 dan 1.3a. Lapisan tipis ini disebut sebagai lamina. Berdasarkan 

Gambar 1.3a, arah yang searah dengan arah serat disebut sebagai arah 

longitudinal dan arah yang tegak lurus dengan arah serat disebut sebagai arah 

transversal. Salah satu sifat lamina adalah sangat kuat jika ditarik pada arah 

longitudinal, tetapi relatif lemah jika ditarik pada arah transversal.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Keterangan: (a) Lamina dan (b) Laminat 

Gambar 1.3 Lapisan Material Komposit 

Supaya material komposit kuat di segala arah, material komposit dibuat 

dalam bentuk lapisan yang terdiri dari beberapa lapis lamina yang arahnya 

berbeda-beda seperti ditunjukkan pada Gambar 1.3b. Material komposit yang 

terdiri dari beberapa lapis lamina ini disebut sebagai laminat.    

C. Tegangan Normal 

Sebelum mempelajari mekanika material komposit, mari kita bahas terlebih 

dahulu beberapa konsep dasar tentang mekanika material. Konsep-konsep 

tersebut adalah konsep tentang tegangan, regangan, elastisitas, dan rasio 

Poisson. Jenis tegangan terdiri atas tegangan normal dan tegangan geser. Pada 

bagian ini, kita akan membahas konsep tentang tegangan normal terlebih dahulu. 

Gambar 1.4 menunjukkan sebuah batang dengan luas penampang 

sebesar 𝐴 . Berdasarkan gambar tersebut, gaya total yang bekerja pada 

permukaan ∆𝐴 yang terletak di sembarang titik 𝑂 adalah ∆𝑭. Kemudian, besar 

Arah 

longitudinal 

Arah 

transversal 

(a) 

Laminat yang 

terdiri dari 
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lamina 

(b) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



4  |  Mekanika Material Komposit: … 

komponen gaya ∆𝑭 pada arah yang tegak lurus dan sejajar dengan permukaan 

∆𝐴  secara berturut-turut adalah ∆𝐹⊥  dan ∆𝐹∥ . Dengan demikian, tegangan 

normal yang misalkan disimbolkan sebagai 𝜎  yang bekerja pada titik 𝑂, 
didefinisikan sebagai 

𝜎 = lim
∆𝐴→0

∆𝐹⊥
∆𝐴

 

sehingga 

𝜎 =
𝑑𝐹⊥
𝑑𝐴

.                                                         (1.1) 

 

 
 

 

 

 

 

 

Gambar 1.4 Permukaan ∆𝐴 yang Menerima Gaya ∆𝑭 

Jika gaya yang bekerja pada permukaan 𝐴 terdistribusi secara merata, tegangan 

normal dapat ditulis sebagai 

𝜎 =
𝐹⊥
𝐴
;                                                       (1.2) 

dengan 𝐹⊥  merupakan besar komponen gaya total yang tegak lurus dengan 

permukaan 𝐴 . Berdasarkan persamaan (1.1) dan (1.2), dapat dilihat bahwa 

tegangan normal merupakan besar gaya per satuan luas. Dalam hal ini, gaya 

yang dimaksud adalah gaya yang tegak lurus dengan permukaan tempat gaya 

tersebut bekerja.  

Jika gaya yang bekerja pada permukaan 𝐴  tidak terdistribusi secara 

merata, rumusan tegangan normal yang diberikan oleh persamaan (1.2) dapat 

dianggap sebagai tegangan normal rata-rata yang bekerja pada permukaan 𝐴. 

Kemudian, kalau 𝐹⊥  merupakan besar gaya normal yang berupa gaya tarik, 

tegangan normal yang dihasilkan juga disebut sebagai tegangan tarik. 

Sementara itu, kalau 𝐹⊥ merupakan besar gaya normal yang berupa gaya tekan, 

tegangan normal yang dihasilkan disebut sebagai tegangan tekan. Selain itu, 

∆𝑭 

∆𝑭⊥ 

∆𝑭∥ 

𝑂 

luas total = 𝐴 

luas elemen
= ∆𝐴 
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telah disepakati bahwa tegangan tarik bernilai positif dan tegangan tekan 

bernilai negatif. Dengan demikian, kalau 𝐹⊥  merupakan besar gaya normal 

yang berupa gaya tekan, kita perlu menambahkan tanda minus pada ruas kanan 

persamaan (1.1) dan (1.2). Kemudian, perhatikan bahwa tegangan normal 

merupakan besaran skalar karena 𝐹⊥  merupakan besar komponen gaya yang 

tegak lurus dengan permukaan. 

Contoh 1.1 

Sebuah tabung ditekan dengan gaya sebesar 𝐹 = 120 kN seperti ditunjukkan 

pada gambar di bawah. Jika diameter bagian luar tabung adalah 𝑑𝑙 = 14 cm 

dan diameter bagian dalam tabung adalah 𝑑𝑑 = 12 cm , tentukan tegangan 

tekan yang dialami oleh tabung tersebut.  

 

 

 

 

 

Jawab 

Persoalan ini dapat diselesaikan dengan menggunakan persamaan (1.2). Karena 

gaya yang bekerja merupakan gaya tekan, kita perlu menambahkan tanda minus 

pada ruas kanan persamaan tersebut. Kemudian, luas penampang tabung adalah 

𝐴, yaitu 

                 𝐴 = 𝜋 (
𝑑𝑙

2
)

2

− 𝜋 (
𝑑𝑑

2
)

2

= 𝜋
𝑑𝑙

2

4
− 𝜋

𝑑𝑑
2

4
 

=
𝜋

4
(𝑑𝑙

2 − 𝑑𝑑
2).                    

dengan 𝜋(𝑑𝑙 2⁄ )2  dan 𝜋(𝑑𝑑 2⁄ )2  secara berturut-turut adalah luas lingkaran 

dengan diameter 𝑑𝑙  dan 𝑑𝑑 . Dengan demikian, tegangan tekan yang dialami 

oleh tabung adalah 

𝑭 
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                𝜎 = −
𝐹⊥
𝐴
= −

𝐹⊥
𝜋

4
(𝑑𝑙

2 − 𝑑𝑑
2)

 

                                = −
120.000 𝑁

𝜋

4
[(0,14 𝑚 )

2
− (0,12 𝑚 )

2
]

 

                                = −29.397.354 𝑃𝑎                          

Tanda minus menunjukkan bahwa tegangan yang bekerja merupakan tegangan 

tekan. Kemudian, satuan dari tegangan adalah pascal dan disingkat sebagai Pa, 

dengan 1 Pa = 1 N m2⁄ . Selain itu, karena 1 Pa = 10−6 MPa, tegangan tekan 

𝜎 juga bisa ditulis sebagai −29,4 MPa. 

D. Tegangan Geser 

Tegangan normal dihasilkan oleh komponen gaya yang normal terhadap 

permukaan, sedangkan tegangan geser didefinisikan sebagai tegangan yang 

dihasilkan oleh gaya yang sejajar dengan permukaan. Berdasarkan Gambar 1.4, 

tegangan geser yang bekerja di titik 𝑂 yang misalkan disimbolkan sebagai 𝜏, 
didefinisikan sebagai 

𝜏 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝐴→0

∆𝐹∥
∆𝐴

 

sehingga 

𝜏 =
𝑑𝐹∥
𝑑𝐴

.                                                          (1.3) 

Jika gaya yang bekerja pada permukaan 𝐴 terdistribusi secara merata, tegangan 

geser 𝜏 dapat ditulis sebagai 

𝜏 =
𝐹∥
𝐴
;                                                           (1.4) 

dengan 𝐹∥  merupakan besar komponen gaya total yang sejajar dengan 

permukaan 𝐴 . Berdasarkan persamaan (1.3) dan (1.4), dapat dilihat bahwa 

tegangan geser merupakan besar gaya per satuan luas. Dalam hal ini, gaya yang 

dimaksud adalah gaya yang sejajar dengan permukaan di mana gaya tersebut 

bekerja.  Bu
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Sama seperti tegangan normal, jika gaya yang bekerja pada permukaan 

𝐴  tidak terdistribusi merata, rumusan tegangan geser yang diberikan oleh 

persamaan (1.4) dapat dianggap sebagai tegangan geser rata-rata yang bekerja 

pada permukaan 𝐴. 

Contoh 1.2 

Dua buah pelat disambungkan dengan menggunakan dua baut seperti 

ditunjukkan pada gambar di bawah. Jika diameter baut adalah 𝑑 = 1 cm dan 

kedua pelat menerima gaya tarik sebesar 𝐹 = 14.000 N, tentukan tegangan 

geser yang bekerja pada masing-masing penampang baut. 

 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

Jawab 

Ketika kedua pelat ditarik, permukaan penampang baut pada bagian yang 

ditunjukkan pada gambar di atas menerima tegangan geser. Karena gaya tarik 

𝑭 ditahan oleh dua buah baut, masing-masing baut menerima gaya yang sejajar 

dengan permukaan penampangnya sebesar 𝐹 2⁄ . Dengan demikian, tegangan 

geser yang bekerja pada masing-masing penampang baut dapat ditentukan 

dengan menggunakan persamaan (1.4), yaitu 

 𝜏 =
𝐹∥
𝐴
=

𝐹 2⁄

𝜋 (
𝑑

2
)

2
=

𝐹

8𝜋𝑑2
 

                   =
14.000 𝑁

8𝜋(0,01 𝑚)
2
                             

                                                     = 5,63 𝑀𝑃a. 

Sama seperti tegangan normal, satuan tegangan geser adalah Pa  atau MPa . 

Selain itu, tegangan geser juga merupakan besaran skalar. 

𝑭 𝑭 

Tampak 

atas 

𝑭 
𝑭 

Tampak 

samping 

Penampang 

baut yang 

menerima 

tegangan geser 
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E. Tegangan pada Bidang Miring Material 

Tegangan normal dan tegangan geser dapat terjadi secara bersamaan pada suatu 

material. Untuk melihat fenomena ini, misalkan sebuah batang dengan luas 

penampang berbentuk segi empat dengan luas 𝐴 ditarik dengan gaya sebesar 𝐹 

seperti ditunjukkan pada Gambar 1.5. Pada keadaan demikian, tentu tegangan 

normal bekerja pada permukaan penampang tersebut. Meskipun batang tersebut 

mendapat tarikan pada arah normal terhadap penampangnya, ini bukan berarti 

bahwa tegangan normal merupakan satu-satunya tegangan yang bekerja pada 

batang tersebut. Sebetulnya, tegangan geser juga bekerja pada batang tersebut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.5 Sebuah Batang yang Ditarik dengan Gaya 

Sebesar 𝐹 

Berdasarkan Gambar 1.5, misalkan 𝐹⊥ adalah besar komponen gaya 𝑭 

yang tegak lurus dengan bidang 𝑎 − 𝑎 dan 𝐹∣∣ adalah besar komponen gaya 𝑭 

yang sejajar dengan bidang 𝑎 − 𝑎. Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝐹⊥
𝐹
; 

𝐹⊥ = 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝜃                                            (1.5) 

dan 

𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝐹∣∣
𝐹
;  

𝜃 

𝑎 

𝑎 

𝑎 

𝑭 

𝑭 

𝜃 𝑭∣∣ 
𝑭⊥ 

𝑭 

𝜃 
𝛽 

𝛽 
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𝐹∣∣ = 𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝜃.                                          (1.6) 

Karena pada bidang 𝑎 − 𝑎 terdapat gaya yang sejajar dan tegak lurus 

dengan bidang tersebut, ini berarti bahwa tegangan normal dan tegangan geser 

bekerja pada bidang itu. Untuk menentukan tegangan normal dan tegangan 

geser yang bekerja, kita dapat memisalkan 𝐴′ adalah luas bidang 𝑎 − 𝑎. Dengan 

demikian, karena penampang batang pada Gambar 1.5 berbentuk segi empat, 

dapat dituliskan bahwa  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝐴

𝐴′
;           

𝐴′ =
𝐴

𝑐𝑜𝑠 𝜃
.                                                   (1.7) 

Berdasarkan persamaan (1.2), (1.5), dan (1.7), tegangan normal pada bidang 

𝑎 − 𝑎 adalah 𝜎, yaitu 

𝜎 =
𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜃⁄
= 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝐴
  

maka 

𝜎 =
𝐹

𝐴
𝑐𝑜𝑠2 𝜃.                                                                 (1.8) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (1.4), (1.6), dan (1.7), tegangan geser pada 

bidang 𝑎 − 𝑎 adalah 𝜏, yaitu 

𝜏 =
𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜃⁄
=
𝐹

𝐴
𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃.                                               

Dengan menggunakan persamaan sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 , persamaan di atas 

dapat juga ditulis sebagai 

𝜏 =
𝐹

2𝐴
𝑠𝑖𝑛 2𝜃.                                                      (1.9) 

Berdasarkan persamaan (1.8) dan (1.9), dapat dilihat bahwa meskipun 

sebuah batang mengalami penarikan seperti ditunjukkan pada Gambar 1.5, 

batang tersebut tidak hanya menerima tegangan tarik, tetapi juga menerima 

tegangan geser. Kemudian, berdasarkan persamaan (1.8), karena cos(0) = 1, 

tegangan normal bernilai maksimum ketika 𝜃 = 0. Artinya, tegangan normal 

maksimum ini bekerja pada permukaan penampang batang dan besarnya adalah 

𝐹 𝐴⁄ . Selain itu, berdasarkan persamaan (1.9), pada bidang dengan 𝜃 = 0 , 

tegangan geser bernilai nol. Tentu ini sesuai dengan intuisi kita. Kemudian, 
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berdasarkan persamaan (1.9), karena sin(90°) = 1, tegangan geser maksimum 

bekerja pada bidang dengan 𝜃 = 45° dan besarnya adalah 𝐹 2𝐴⁄ . 

Sekarang, mari kita tentukan tegangan normal dan tegangan geser yang 

bekerja pada bidang 𝑎′ − 𝑎′, yaitu bidang yang tegak lurus dengan bidang 𝑎 −
𝑎 seperti ditunjukkan pada Gambar 1.6a. Untuk menentukan tegangan normal 

pada bidang ini, 𝜃 pada persamaan (1.8) perlu diubah, yaitu menjadi (𝜃 + 90°) 
karena bidang ini tegak lurus dengan bidang 𝑎 − 𝑎. Dengan demikian, tegangan 

normal pada bidang 𝑎′ − 𝑎′ yang misalkan disimbolkan sebagai 𝜎′ dapat ditulis 

sebagai   

𝜎′ =
𝐹

𝐴
𝑐𝑜𝑠2(𝜃 + 90°). 

Karena cos(𝜃 + 90°) = − sin 𝜃,  

𝜎′ =
𝐹

𝐴
𝑠𝑖𝑛2 𝜃.                                                    (1.10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keterangan: (a) Bidang 𝑎′ − 𝑎′ yang Tegak Lurus dengan Bidang 𝑎 − 𝑎 dan (b) Tegangan 

Normal dan Tegangan Geser yang Bekerja pada Elemen Material  

Gambar 1.6 Tegangan-Tegangan pada Bidang Elemen Material 

Kemudian, tegangan geser pada bidang 𝑎′ − 𝑎′ dapat ditentukan dengan 

mengubah 𝜃  pada persamaan (1.9) menjadi (𝜃 + 90°) . Jika tegangan geser 

pada bidang 𝑎′ − 𝑎′ disimbolkan dengan 𝜏′, dapat dituliskan bahwa 

𝜎 

𝜎 

𝜎' 

𝜎′ 

𝜏 

𝜏 

𝜏 

𝜏 

(a) (b) 
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𝑎' 
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𝜏′ =
𝐹

2𝐴
𝑠𝑖𝑛 2(𝜃 + 90°). 

Karena sin 2(𝜃 + 90°) = − sin 2𝜃,  

𝜏′ = −
𝐹

2𝐴
𝑠𝑖𝑛 2𝜃.                                                  (1.11) 

Bidang 𝑎′ − 𝑎′, atau bidang yang tegak lurus dengan bidang 𝑎 − 𝑎, disebut 

sebagai bidang komplemen dari bidang 𝑎 − 𝑎. Oleh sebab itu, tegangan normal 

𝜎′ dan tegangan geser 𝜏′ juga disebut sebagai tegangan komplemen.  

Tegangan komplemen dapat digambarkan dengan cara menggambarkan 

tegangan tersebut pada elemen material seperti ditunjukkan pada Gambar 1.6b. 

Dengan membandingkan persamaan (1.9) dan (1.11), dapat dituliskan bahwa 

𝜏′ = −𝜏.                                                       (1.12) 

Persamaan (1.12) menunjukkan bahwa tegangan geser yang bekerja pada 

bidang komplemen memiliki besar yang sama, tetapi memberikan momen atau 

torsi pada arah yang berlawanan. Pada Gambar 1.6b, dapat dilihat bahwa 

tegangan geser yang bekerja pada bidang yang sejajar dengan bidang 𝑎 − 𝑎 

akan membuat elemen material berotasi pada arah putaran jarum jam, 

sedangkan tegangan geser komplemen, yaitu tegangan geser yang bekerja 

bidang yang sejajar dengan bidang 𝑎′ − 𝑎′, akan membuat elemen material 

berotasi pada arah yang berlawanan dengan putaran jarum jam. Akan tetapi, 

karena tegangan 𝜏  dan 𝜏′  memiliki besar yang sama, besar semua tegangan 

geser yang bekerja pada elemen material dapat ditulis sebagai 𝜏 . Meskipun 

persamaan (1.12) diperoleh dari analisis sebuah batang yang mengalami 

penarikan, persamaan tersebut sebetulnya tetap berlaku ketika batang pada 

Gambar 1.5 menerima gaya yang lebih kompleks. 

 

 

 

 

Gambar 1.7 Lamina yang Mengalami Penarikan 

Konsep tentang tegangan normal dan tegangan geser yang bekerja secara 

bersamaan ini nantinya sangat diperlukan dalam melakukan analisis terhadap 

material komposit yang menerima gaya luar. Gambar 1.7 menunjukkan suatu 

lamina yang ditarik dengan gaya sebesar 𝐹. Arah serat dari lamina tersebut tidak 

𝑭 𝑭 
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searah dengan arah tarikan. Nantinya, kita akan menganalisis tegangan tarik 

yang dialami oleh serat akibat gaya tarik yang searah dengan arah serat. 

Berdasarkan Gambar 1.7, tegangan ini tentu merupakan tegangan yang bekerja 

pada bidang 𝑘 − 𝑘 . Kemudian, kita juga perlu menganalisis tegangan geser 

yang bekerja pada pada bidang 𝑘′ − 𝑘′. Pengetahuan kita tentang tegangan-

tegangan yang bekerja tersebut memungkinkan kita untuk mengetahui kapan 

suatu lamina mengalami kerusakan ketika menerima tarikan. 

Contoh 1.3 

Dua buah kayu disambungkan dengan menggunakan lem seperti ditunjukkan 

pada gambar di bawah. Diketahui bahwa lem yang digunakan mampu menahan 

tegangan normal sebesar 7 MPa dan tegangan geser sebesar 3,5 MPa. Jika kayu 

yang telah disambungkan tersebut ditarik dengan gaya sebesar 𝐹 = 68 kN , 

tentukan tegangan normal dan tegangan geser yang dialami oleh lem. 

 

 

 

 

Jawab 

Berdasarkan persamaan (1.8), tegangan normal yang dialami oleh lem adalah 

  𝜎 =
𝐹

𝐴
𝑐𝑜𝑠2 𝜃                                             

=
(68.000 𝑁)

(0,05 𝑚)(0,15 𝑚)
𝑐𝑜𝑠2(45°) 

= 6,8  𝑀𝑃𝑎.                                      

Kemudian, berdasarkan persamaan (1.9), tegangan geser yang dialami oleh lem 

adalah 

𝜏 =
𝐹

2𝐴
𝑠𝑖𝑛 2𝜃                    

15 cm 

5 cm Sambungan 

30° 𝑭 𝑭 
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=
(68.000 𝑁)

2(0,05 𝑚)(0,15 𝑚)
𝑠𝑖𝑛[2(45°)]                            

= 3,9 𝑀𝑃𝑎.                   

Terlihat bahwa tegangan geser yang dialami lem lebih besar dibandingkan 

dengan tegangan geser yang mampu ditahan oleh lem. Artinya, sambungan 

kayu akan lepas akibat tarikan oleh gaya sebesar 68 kN.  

F. Regangan Normal 

Ketika suatu material menerima tegangan, material tersebut bisa mengalami 

deformasi. Sebagai contoh, ketika suatu material menerima tegangan tarik, 

material tersebut mengalami deformasi berupa pertambahan panjang. Untuk 

mendeskripsikan deformasi tersebut, didefinisikanlah sebuah konsep baru yang 

disebut sebagai regangan.  

Misalkan terdapat sebuah batang dengan panjang 𝐿 seperti ditunjukkan 

pada Gambar 1.8a. Kemudian, misalkan batang tersebut mengalami perubahan 

panjang sebesar 𝑢. Perubahan panjang ini dapat disebabkan oleh tarikan yang 

dialami oleh batang tersebut atau akibat pemuaian yang disebabkan oleh 

perubahan suhu. Regangan normal 𝜀 didefinisikan sebagai perubahan panjang 

per panjang awal, yaitu 

𝜀 =
𝑢

𝐿
.                                                            (1.13) 

Jika deformasi pada batang terjadi secara seragam, regangan 𝜀  yang 

diberikan oleh persamaan (1.13) merupakan nilai regangan yang dialami oleh 

setiap titik pada batang. Jika deformasi tidak terjadi secara seragam, regangan 

pada persamaan (1.13) dapat dianggap sebagai regangan rata-rata. 

 

 

 

 

 

 
 

Keterangan: (a) Sebelum Deformasi dan (b) Setelah Deformasi 

Gambar 1.8 Sebuah Batang dengan Panjang 𝐿 yang Mengalami Regangan 

(b) 

𝐿 

x 

𝑂 𝐴 

∆𝑥 ∆𝑥 + ∆𝑢 

𝐿 + 𝑢 
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Sekarang, mari kita tentukan nilai regangan pada sembarang titik jika deformasi 

yang terjadi tidak seragam. Untuk itu, berdasarkan Gambar 1.8a, misalkan titik 

𝑂 merupakan titik yang berada pada jarak 𝑥 dari ujung kiri batang. Kemudian, 

misalkan panjang garis 𝑂𝐴 adalah ∆𝑥. Jika garis 𝑂𝐴 mengalami pertambahan 

panjang sebesar ∆𝑢 seperti ditunjukkan pada Gambar 1.8b, regangan normal 

pada titik 𝑂 didefinisikan sebagai 

𝜀 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

∆𝑢

∆𝑥
 

maka 

𝜀 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
.                                                        (1.14) 

Meskipun persamaan (1.14) menunjukkan regangan pada suatu titik, 

persamaan tersebut tetap sesuai dengan persamaan (1.13). Kalau regangan 

terjadi secara seragam pada setiap titik, ini berarti bahwa 𝜀 bernilai konstan 

sehingga perubahan panjang yang dialami oleh batang dapat ditentukan dengan 

mengintegralkan persamaan (1.14) terhadap 𝑥 dari 0 sampai 𝐿, yaitu 

𝑢 = ∫𝜀

𝐿

0

 𝑑𝑥 = 𝜀∫  𝑑𝑥

𝐿

0

 

= 𝜀𝐿                          

sehingga 𝜀 = 𝑢 𝐿⁄ . Dengan demikian, kita kembali memperoleh persamaan 

(1.13). 

G. Kurva tegangan vs. regangan dan Modulus Young 

Salah satu cara untuk mengetahui sifat mekanik suatu material adalah dengan 

cara menarik material tersebut dengan besar gaya tarik tertentu sehingga 

material tersebut terus mengalami pertambahan panjang dengan laju konstan. 

Proses ini disebut sebagai proses uji tarik. Akibat penarikan, material tersebut 

mengalami regangan. Hasil pengujian menunjukkan bahwa sampai batas 

regangan tertentu, besar gaya per satuan luas atau tegangan yang dibutuhkan 

untuk menarik material tersebut dengan laju konstan berbanding lurus dengan 

regangan yang dialami oleh material tersebut. Secara matematis, dapat 

dituliskan bahwa 

𝜎 ~ 𝜀. Bu
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Dengan demikian, kita bisa mendefinisikan besaran baru yang misalkan 

disimbolkan sebagai 𝐸 sehingga 

𝜎 = 𝜀𝐸.                                                       (1.15) 

Besaran 𝐸  ini disebut sebagai modulus Young, atau modulus elastisitas. 

Berdasarkan persamaan (1.15), dapat dilihat bahwa modulus Young 

menunjukkan seberapa elastis suatu material. Makin kecil modulus Young atau 

modulus elastisitas suatu material, makin kecil juga tegangan yang dibutuhkan 

untuk menghasilkan regangan 𝜀 tertentu. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.9 Kurva Tegangan vs. Regangan 

Jika hubungan antara tegangan dan regangan dari suatu material masih 

berbanding lurus ketika mengalami proses uji tarik, material tersebut dikatakan 

masih berada dalam batas proporsional. Pada batas proporsional ini, dalam 

bentuk grafik, hubungan antara tegangan dan regangan ditunjukkan oleh 

Gambar 1.9. Dengan demikian, berdasarkan persamaan (1.15), modulus Young 

dapat dipikirkan sebagai kemiringan dari grafik tegangan vs. regangan. Setelah 

melewati batas proporsionalnya, jika material terus ditarik, pada akhirnya 

material tersebut putus atau tidak mampu lagi menahan tegangan yang 

diterimanya. Pada keadaan tersebut, material tersebut dikatakan mengalami 

kegagalan.   

Contoh 1.4 

Berdasarkan Contoh 1.1, misalkan panjang awal dari tabung tersebut adalah 

20 cm . Jika setelah menerima tegangan tekan, tabung tersebut mengalami 

pemendekan sebesar 0,05 cm , tentukan regangan dan modulus Young dari 

tabung tersebut.  
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Jawab 

Berdasarkan persamaan (1.13), regangan yang dialami oleh tabung adalah 

𝜀 =
𝑢

𝐿
=
−0,05 𝑐𝑚

4 𝑐𝑚
 

= −0,0125.        

Tanda minus menunjukkan bahwa tabung mengalami pemendekan. Kemudian, 

perhatikan bahwa regangan merupakan besaran tanpa satuan karena 

pertambahan panjang dan panjang awal merupakan besaran yang sama-sama 

menyatakan ukuran panjang. Namun, kita juga bisa menulis regangan menjadi 

𝜀 = −0,0125 𝑐𝑚 𝑐𝑚⁄ . 

Selain itu, karena 1 cm = 10.000 μm, kita juga bisa menuliskan bahwa 𝜀 =

−125 μm cm⁄ . Dengan demikian, arti dari regangan tabung yang bernilai 

−0,0125  adalah setiap 1 cm  dari tabung mengalami pemendekan sebesar 

0,0125 cm atau 125 μm. 

Tegangan yang dialami tabung sudah kita tentukan pada Contoh 1.1, 

yaitu sebesar −29.397.354 Pa . Dengan demikian, Modulus Young tabung 

dapat ditentukan berdasarkan persamaan (1.15), yaitu 

𝐸 =
𝜎

𝜀
=
−29.397.354 𝑃𝑎

−0,0125
 

= 2,4 𝐺𝑃𝑎,                    

dengan 1 GPa = 109 Pa. 

H. Rasio Poisson 

Selain mengalami pertambahan panjang ketika ditarik, ternyata penampang dari 

suatu material juga mengalami pengecilan seperti ditunjukkan pada Gambar 

1.10. Pengecilan ini disebut sebagai kontraksi lateral. Dengan kata lain, 

pengecilan ini menunjukkan adanya regangan pada arah yang tegak lurus 

dengan arah penarikan. Regangan ini disebut sebagai regangan lateral. 
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Gambar 1.10 Kontraksi Lateral Akibat Penarikan 

Simoen D. Poisson menunjukkan bahwa hingga regangan tertentu, rasio 

regangan lateral dengan regangan pada arah penarikan bernilai konstan. Rasio 

tersebut disebut sebagai rasio Poisson dan biasanya disimbolkan sebagai 𝜈. 

Rasio Poisson ini dapat dirumuskan sebagai 

𝜈 = −
𝜀𝑙
𝜀𝑥
;                                                          (1.16) 

dengan 𝜀𝑙  dan 𝜀𝑥  secara berturut-turut merupakan regangan lateral dan 

regangan pada arah penarikan. Tanda minus pada ruas kanan persamaan (1.16) 

menunjukkan bahwa jika rasio Poisson suatu material bernilai positif ketika 

suatu material mengalami regangan tarik—dan ini berarti bahwa 𝜀𝑥  bernilai 

positif—regangan lateral bernilai negatif. Regangan lateral yang bernilai negatif 

ini menunjukkan bahwa penampang dari material tersebut mengalami 

pengecilan atau kontraksi lateral. 

Contoh 1.5 

Sebuah tabung dengan diameter bagian dalam 𝑑𝑑 = 15 cm  dan diameter 

bagian luar 𝑑𝑙 = 12 cm  ditekan dengan gaya sebesar 𝐹 = 630 kN  seperti 

ditunjukkan pada gambar di bawah. Jika modulus Young dan rasio Poisson dari 

tabung tersebut secara berturut-turut adalah 𝐸 = 200 GPa  dan 𝜈 = 0,3 , 

tentukan 

a) regangan lateral yang dialami tabung, 

b) perubahan diameter bagian dalam dan diameter bagian luar dari 

tabung, dan 

c) perubahan ketebalan tabung.  
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a) Berdasarkan persamaan (1.16), regangan lateral dapat dirumuskan 

sebagai 

𝜀𝑙 = −𝜈𝜀𝑥. 

Karena 𝜀 = 𝜎 𝐸⁄ ,  

𝜀𝑙 = −𝜈
𝜎

𝐸
.               

Kemudian, tegangan yang dialami oleh tabung dapat ditentukan 

seperti yang sudah dilakukan pada Contoh 1.1 sehingga regangan 

lateral yang dialami oleh tabung adalah 

     𝜀𝑙 = −𝜈

−𝐹
 𝜋

4
(𝑑𝑙

2 − 𝑑𝑑
2)

𝐸
= 𝜈

4𝐹

𝜋𝐸 (𝑑𝑙
2 − 𝑑𝑑

2)
                                         

 = (0,3)
4(630.000 𝑁)

𝜋(200 × 109 𝑃𝑎) [(0,15 𝑚)
2
− (0,12 𝑚)

2
]

                      

          = 148,6 × 10−6.                                                                                       

Tanda minus ditambahkan sebelum 𝐹  karena gaya 𝐹  memberikan 

tegangan tekan. Regangan lateral yang bernilai positif menunjukkan 

bahwa penampang tabung mengalami pembesaran akibat tegangan 

tekan tersebut. 
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b) Karena regangan adalah pertambahan panjang per panjang awal, dapat 

dituliskan bahwa 𝜀𝑙 = ∆𝑑𝑑 𝑑𝑑⁄  sehingga perubahan diameter bagian 

dalam tabung adalah ∆𝑑𝑑, yaitu 

∆𝑑𝑑 = 𝜀𝑙 𝑑𝑑 = (−148,6 × 10−6) (12 𝑐𝑚) 

= 0,0018 𝑐𝑚.                                   

Dengan cara yang sama, perubahan diameter bagian luar tabung 

adalah ∆𝑑𝑙, yaitu 

∆𝑑𝑙 = 𝜀𝑙 𝑑𝑙 = (−148,6 × 10−6) (12 𝑐𝑚) 

= 0,0022 𝑐𝑚.                                              

c) Karena ∆𝑑𝑙 = 0,0022 cm  dan ∆𝑑𝑑 = 0,0018 cm,  perubahan 

ketebalan tabung adalah ∆𝑘, yaitu 

∆𝑘 =
∆𝑑𝑙 − ∆𝑑𝑑

2
=
(0,0022 𝑐𝑚) − (0,0018 𝑐𝑚)

2
 

= 0,0002 𝑐𝑚.                                                     

Ruas kanan pada persamaan tersebut dibagi dua karena (∆𝑑𝑙 − ∆𝑑𝑑) 
nilainya sama dengan dua kali ketebalan tabung. Kemudian, 

perhatikan bahwa ketika tabung ditekan, diameter luar, diameter 

dalam dan ketebalan tabung membesar.  

I. Regangan Geser dan Modulus Geser 

Tegangan normal mengakibatkan deformasi yang berupa perubahan panjang 

pada arah normal, sedangkan tegangan geser dapat mengakibatkan deformasi 

dalam bentuk lain. Untuk mengetahui bentuk deformasi yang terjadi, mari kita 

tinjau kembali elemen material yang menerima tegangan geser. Kita sudah 

membahas bahwa ketika suatu material menerima gaya luar, tegangan geser 

yang bekerja pada elemen material tersebut ditunjukkan oleh Gambar 1.11a. 

Berdasarkan gambar tersebut, tegangan geser yang bekerja pada permukaan 

atas dan bawah menyebabkan kedua permukaan tersebut tidak lagi sejajar. 

Kemudian, tegangan geser yang bekerja pada permukaan kiri dan kanan juga 

menyebabkan kedua permukaan tersebut tidak lagi sejajar. Dengan demikian, 

tegangan geser yang bekerja pada keempat permukaan elemen material 

menyebabkan elemen material tersebut mengalami deformasi seperti 

ditunjukkan pada Gambar 1.11b.  Pada Gambar 11.b, dapat dilihat bahwa garis 
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𝑎𝑏  berotasi sebesar 𝜃2  pada arah putaran jarum jam, sedangkan garis 𝑐𝑑 

berotasi sebesar 𝜃1  pada arah yang berlawanan dengan putaran jarum. 

Akibatnya, sudut 𝑎𝑑𝑐 dan 𝑎𝑏𝑐 mengecil sebesar 𝛾, sedangkan sudut 𝑏𝑎𝑑 dan 

𝑏𝑐𝑑 membesar sebesar 𝛾.  

 Regangan geser didefinisikan sebagai sudut 𝛾, yaitu 

𝛾 = 𝜃1 + 𝜃2.                                             (1.17) 

Kemudian, perhatikan bahwa untuk sudut yang sangat kecil, tan 𝜃 ≈ 𝜃 

sehingga 

𝜃1 =
𝑑𝑢

𝑑𝑦
 

dan 

𝜃1 =
𝑑𝑣

𝑑𝑥
. 

Dengan demikian, regangan geser juga bisa ditulis sebagai 

𝛾 =
𝑑𝑢

𝑑𝑦
+
𝑑𝑣

𝑑𝑥
.                                                       (1.18) 

 
 

 

 

 

 

 

 

Keterangan:  (a) Tegangan Geser pada Elemen Material, (b) Deformasi Elemen Material 

Akibat Tegangan Geser, dan (c) Sudut 𝛾 yang Menyatakan Regangan Sudut    

Gambar 1.11 Tegangan Geser dan Regangan Geser pada Elemen Material 

Sama seperti hubungan antara tegangan normal dan regangan normal, 

hubungan antara tegangan geser dan regangan geser diberikan oleh 

𝜏 = 𝐺𝛾,                                                         (1.19) 

(
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2
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dengan 𝐺  disebut sebagai modulus geser. Modulus geser ini biasanya juga 

disebut sebagai modulus kekakuan.  

Perlu diketahui bahwa terdapat kesepakatan terkait tegangan geser. Jika 

tegangan geser bekerja pada permukaan positif dan mengarah ke arah positif, 

tegangan geser tersebut bernilai positif. Sebaliknya, tegangan tersebut bernilai 

negatif jika ia mengarah ke arah negatif. Permukaan positif maksudnya adalah 

permukaan yang menghadap ke arah positif, seperti permukaan 𝑎𝑏 dan 𝑏𝑐 pada 

Gambar 1.11. Sementara itu, jika tegangan geser bekerja pada permukaan 

negatif dan mengarah ke arah negatif, tegangan geser tersebut bernilai positif. 

Sebaliknya, tegangan tersebut bernilai negatif jika ia mengarah ke arah positif. 

Dengan demikian, dapat dilihat bahwa tegangan geser yang bekerja pada 

Gambar 1.11a bernilai positif. Jika tegangan geser yang bekerja bernilai negatif, 

deformasi yang dihasilkannya tidak seperti yang ditunjukkan pada Gambar 

1.11b, tetapi tegangan geser tersebut menyebabkan sudut 𝑎𝑑𝑐  dan 𝑎𝑏𝑐 

membesar, sedangkan sudut 𝑏𝑎𝑑  dan 𝑏𝑐𝑑  mengecil. Berdasarkan persamaan 

(1.17), karena deformasi yang seperti ini disebabkan oleh tegangan geser yang 

bernilai negatif, regangan geser yang mendeskripsikan deformasi tersebut juga 

bernilai negatif. 

Contoh 1.6 

Misalkan modulus geser dari elemen material pada Gambar 1.11a adalah 𝐺 =
45 GPa. Jika regangan geser yang dialami oleh elemen material tersebut adalah 

𝛾 = 0,002, tentukan tegangan geser yang bekerja pada sisi-sisi elemen material 

tersebut. 

 

Jawab 

Berdasarkan persamaan (1.17), tegangan geser yang bekerja pada sisi-sisi 

elemen material pada Gambar 1.11a adalah 

𝜏 = 𝐺𝛾 = (45 𝐺𝑃𝑎)(0,002) 

= 90 𝑀𝑃𝑎. 

J. Usaha  

Dalam dinamika partikel, kita mengetahui bahwa usaha yang dilakukan oleh 

gaya total 𝑭 ke suatu partikel yang bergerak sejauh 𝑑𝑥 adalah 𝑑𝑊, yaitu 

𝑑𝑊 = 𝐹 𝑑𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃,                                                 (1.20) Bu
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dengan 𝜃  adalah sudut yang diapit oleh vektor gaya total dan vektor 

perpindahan.  

 

 

 

 

 
 

 
 

 

Gambar 1.12 Gaya 𝑭 yang Bekerja 

pada Partikel yang Bergerak Sejauh 𝑑𝒙 

Berdasarkan persamaan (1.20), jika perpindahan sama dengan nol, usaha yang 

dilakukan oleh gaya total juga sama dengan nol. Dengan demikian, gaya luar 

bisa dikatakan melakukan usaha ke partikel jika partikel tersebut mengalami 

perpindahan.  

Dalam analisis mekanika material, kita perlu mengembangkan konsep 

usaha sedemikian rupa sehingga usaha yang dilakukan oleh suatu gaya ke suatu 

material tidak lagi harus ditandai dengan adanya perpindahan, tetapi bisa 

ditandai dengan adanya perubahan panjang dari material tersebut. Untuk itu, 

misalkan sebuah batang ditarik oleh gaya 𝑭  dan misalkan batang tersebut 

mengalami perubahan panjang sebesar 𝑑𝑥  seperti ditunjukkan pada Gambar 

1.13a. Dengan demikian, usaha oleh gaya 𝑭 didefinisikan sebagai 𝑑𝑊, yaitu 

𝑑𝑊 = 𝐹 𝑑𝑥.                                                       (1.21) 
 

Berbeda dengan rumusan usaha yang kita pelajari di dinamika partikel, 𝑑𝑥 pada 

persamaan (1.21) merupakan perubahan panjang.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Keterangan: (a) Batang Sebelum Menerima Gaya 𝑭 dan (b) Batang Setelah Menerima Gaya 𝑭 

Gambar 1.13 Perubahan Panjang Batang Akibat Gaya 𝑭  

(b) (a) 

𝐿 𝐿 + 𝑑𝑥 

𝑭 

𝑭 

𝑑𝒙 partikel 𝜃 
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Kita sudah membahas bahwa pada batas proporsional, tegangan dan 

regangan berbanding lurus. Karena tegangan berbanding lurus dengan gaya dan 

regangan berbanding lurus dengan perubahan panjang, hubungan antara besar 

gaya dan perubahan panjang pada proses uji tarik dapat digambarkan seperti 

yang ditunjukkan pada Gambar 1.14.   

Usaha total yang dilakukan oleh gaya 𝑭  dapat ditentukan dengan 

mengintegralkan persamaan (1.21). Karena usaha total adalah integral dari 

persamaan (1.21), ini berarti bahwa usaha total sama dengan luas wilayah di 

bawah grafik 𝐹 vs ∆𝑥. Dengan demikian, karena wilayah di bawah grafik 𝐹 vs 

∆𝑥 berbentuk segitiga, usaha total 𝑊 dapat ditulis sebagai 

𝑊 =
1

2
𝐹 ∆𝑥,                                                      (1.22) 

dengan 𝐹 dan ∆𝑥 secara berturut-turut merupakan besar gaya maksimum dan 

perubahan panjang maksimum. Kemudian, perhatikan bahwa persamaan (1.22) 

hanya berlaku jika hubungan antara gaya dan perubahan panjang adalah seperti 

yang ditunjukkan pada Gambar 1.14.  

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 1.14 Grafik Besar Gaya 𝐹 vs. 

Perubahan Panjang ∆𝑥 

Contoh 1.7 

Sebuah batang berada dalam keadaan setimbang setelah menerima gaya 𝑭2 

seperti ditunjukkan pada gambar (a) di bawah. Setelah itu, misalkan batang 

tersebut menerima gaya tambahan 𝑭1 seperti ditunjukkan pada gambar (b). Jika 

hubungan antara gaya 𝑭1 dan perubahan panjang batang pada arah horizontal 

ditunjukkan oleh grafik (c), tentukan rumusan usaha yang dilakukan oleh gaya 

𝑭1. Kemudian, gambarkan hubungan antara 𝑭2 dan perubahan panjang batang 

pada arah vertikal setelah batang menerima gaya 𝑭1 dalam bentuk grafik. 

 

𝐹 

∆𝑥 
Bu

ku
 in

i t
id

ak
 d

ip
er

ju
al

be
lik

an
.



24  |  Mekanika Material Komposit: … 

 (a) 

 

 

      (c) 

 

 

 

 (b)      

 

 

 

 

 

 

Jawab 

a. Dalam keadaan setimbang artinya adalah batang tidak lagi mengalami 

perubahan panjang atau perubahan bentuk setelah menerima gaya 𝑭2 . 

Kemudian, ketika batang ditarik oleh gaya 𝑭1 , berdasarkan persamaan 

(1.20), usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭1 adalah 𝑊1, yaitu 

𝑊1 =
1

2
𝐹𝟏 ∆𝑥. 

b. Berdasarkan gambar (a) dan (b), ketika batang ditarik oleh gaya 𝑭1, akibat 

efek Poisson, batang tersebut mengalami perubahan panjang pada arah 

vertikal. Artinya, gaya 𝑭2  juga melakukan usaha meskipun perubahan 

panjang tersebut terjadi bukan akibat gaya tersebut. Jika perubahan panjang 

batang pada arah vertikal adalah ∆𝑦, hubungan antara 𝐹2 dan ∆𝑦 setelah 

batang menerima gaya 𝑭1 ditunjukkan oleh gambar berikut.  

  

 

 

 

 

Gambar tersebut menunjukkan bahwa gaya 𝐹2  bernilai konstan. Dengan 

demikian, karena usaha sama dengan luas wilayah di bawah grafik 𝐹2 vs. 

∆𝑦, usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭2 adalah 𝑊2, yaitu 

𝑊2 = 𝐹2∆𝑦. 
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Dari contoh ini dapat dilihat bahwa ketika gaya 𝑭2  melakukan usaha, 

perubahan panjang pada arah vertikal tidak harus disebabkan oleh gaya 𝑭2. 

Hal yang sama juga berlaku ketika kita membahas konsep usaha pada 

dinamika partikel. Ketika kita mengangkat suatu benda vertikal ke atas, 

meskipun kita yang menyebabkan benda tersebut berpindah, tetapi gaya 

gravitasi tetap melakukan usaha, yaitu usaha negatif. Konsep yang kita 

bahas pada contoh ini nantinya kita perlukan untuk membahas suatu 

teorema yang disebut sebagai teorema Maxwell-Beti. Teorema ini dapat 

menyederhanakan persamaan tentang hubungan antara tegangan dan 

regangan pada suatu lamina. 

K. Jenis-Jenis Material Komposit yang Lain 

Meskipun di bagian awal bab ini kita sudah membahas bahwa sebagian besar 

material komposit merupakan material komposit dengan matriks polimer dan di 

buku ini kita akan memfokuskan pembahasan kita ke material komposit dengan 

matriks polimer dengan serat searah kontinu, sebetulnya terdapat material 

komposit dengan jenis lain. Ditinjau dari bentuk penguatnya, material komposit 

ada yang diperkuat oleh serat searah kontinu, serat pendek yang random, dan 

partikel. Sementara itu, jika ditinjau dari jenis matriksnya, matriks material 

komposit ada yang terbuat dari polimer, logam, keramik, dan karbon. 

Pada material komposit dengan matriks logam, matriks yang digunakan 

merupakan logam yang memiliki keuletan. Dibandingkan dengan material 

komposit dengan matriks polimer, material komposit dengan matriks logam 

dapat digunakan di suhu yang lebih tinggi. Selain itu, penguat pada material 

komposit dengan matriks logam adalah berupa partikel, serat kontinu, dan serat 

pendek. Fraksi volume penguat biasanya pada rentang 10%–60%.  

Material komposit dengan matriks keramik memiliki sifat yang kuat, 

keras, dan tahan terhadap suhu tinggi. Namun, material tersebut memiliki 

ketangguhan fraktur yang rendah. Ketika menerima tegangan tarik yang tinggi 

atau hantaman yang cukup besar, material tersebut akan mengalami kegagalan 

total.  

Sementara itu, pada material komposit dengan matriks karbon, 

penguatnya bisa berupa serat karbon sehingga material tersebut juga disebut 

sebagai komposit karbon-karbon. Komposit karbon-karbon memiliki modulus 

Young dan kekuatan tarik yang sangat tinggi. Selain itu, material tersebut tahan 

terhadap suhu yang sangat tinggi, hingga 2000 °C. 

Soal-soal 

1. Jelaskan apa yang dimaksud dengan lamina dan laminat. 
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2. Sebuah tabung dengan panjang 450 mm  menerima gaya tekan seperti 

ditunjukkan pada gambar berikut. Diameter bagian dalam dan luar dari 

tabung tersebut secara berturut-turut adalah 𝑑𝑑 = 55 mm  dan 𝑑𝑙 =
65 mm. Jika regangan yang dialami oleh tabung tersebut adalah −500 ×
10−6 , tentukan perubahan panjang yang dialami oleh tabung tersebut. 

Kemudian, jika tegangan tekan yang dialami oleh tabung tersebut adalah 

45 MPa, tentukan modulus Young dan besar gaya yang tekan yang bekerja 

pada tabung tersebut. 

 

 
3. Misalkan modulus geser dari elemen material pada gambar berikut adalah 

𝐺 = 40 GPa . Jika tegangan geser 𝜏  yang bekerja adalah 𝜏 = 60 MPa , 

tentukan regangan geser yang dihasilkan. 

 

 

 

 
 

4. Dua buah kayu disambungkan dengan menggunakan lem ditarik seperti 

ditunjukkan pada gambar di bawah. Diketahui bahwa lem yang digunakan 

mampu menahan tegangan normal sebesar 8 MPa  dan tegangan geser 

sebesar 4 MPa. Tentukan besar gaya tarik maksimum yang mampu ditahan 

oleh lem tersebut. 

5.  

 

 

6. Jika lem pada soal nomor 4 digunakan untuk menyambungkan dua buah 

kayu seperti ditunjukkan pada gambar berikut, tentukan besar gaya tarik 

maksimum yang mampu ditahan oleh lem tersebut. 
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7. Jelaskan jenis-jenis material komposit ditinjau dari material matriksnya. 
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BAB II  

MIKROMEKANIKA LAMINA 

Kita sudah membahas bahwa material komposit terdiri dari matriks dan serat. 

Sifat dari material komposit atau lamina sangat bergantung pada sifat matriks 

dan serat. Kemudian, kita juga sudah membahas beberapa konsep dasar tentang 

mekanika material. Pada bab ini, berdasarkan konsep-konsep dasar mekanika 

material tersebut, kita akan membahas konsep tentang mikromekanika lamina. 

Mikromekanika lamina merupakan ilmu tentang cara menentukan sifat-sifat 

lamina yang dihasilkan berdasarkan sifat-sifat material penyusunnya. Dengan 

membahas mikromekanika lamina, kita akan lebih memahami cara serat dan 

matriks untuk saling mendukung ketika suatu lamina menerima gaya dari luar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

Gambar 2.1 Peta Konsep Bab II 

Sebagaimana peta konsep pada Gambar 2.1, pertama, kita akan 

membahas terlebih dahulu mekanisme transfer beban dari matriks ke serat pada 

lamina. Kemudian, karena sifat lamina sangat bergantung pada komposisi serat 

dan matriks, kita akan membahas cara menyatakan komposisi tersebut dengan 

menggunakan konsep fraksi volume. Setelah itu, berdasarkan konsep-konsep 
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mekanika material, dengan meninjau elemen volume representatif dari lamina, 

kita akan menentukan sifat-sifat lamina yang dihasilkan, seperti modulus 

Young, rasio Poisson, dan kekuatan tarik lamina.  

A. Mekanisme Transfer Beban ke Serat 

Gaya luar yang bekerja pada sebuah lamina tentu ditopang oleh matriks dan 

serat lamina tersebut. Dalam analisis mekanika material, besar gaya tersebut 

juga sering disebut sebagai beban. Karena modulus elastisitas serat lebih besar 

jika dibandingkan dengan modulus elastisitas matriks, beban total yang diterima 

lamina sebagian besar ditopang oleh serat, sedangkan matriks menopang beban 

yang relatif lebih kecil. Artinya, ketika lamina menerima pembebanan, matriks 

mentransfer sebagian beban yang diterimanya ke serat.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Keterangan:  (a) Material Komposit atau Lamina yang Menerima Gaya Tarik 𝑭, (b) Beban 

yang Ditransfer ke Serat oleh Matriks via Tegangan Geser yang Bekerja pada 

Permukaan Serat, dan (c) Distribusi Tegangan Tarik dan Tegangan Geser yang 

Bekerja di Sepanjang Serat  

Gambar 2.2 Mekanisme Transfer Beban pada Material Komposit (Lamina) 

Mekanisme transfer beban pada Lamina ditunjukkan pada Gambar 2.2. 

Ketika lamina menerima gaya tarik 𝑭 (Gambar 2.2a), beban yang diterima oleh 

matriks ditransfer ke serat melalui tegangan geser yang bekerja pada permukaan 

serat (Gambar 2.2b). Tegangan geser tersebut menyebabkan serat menerima 

tegangan tarik yang lebih besar. Perlu diketahui bahwa analisis yang lebih lanjut 

menunjukkan bahwa tegangan geser yang bekerja pada permukaan serat 

bernilai maksimum di ujung serat. Selain itu, tegangan tarik pada serat bernilai 

minimum di ujung serat. Setelah jarak tertentu dari ujung serat, yang disebut 

sebagai jarak karakteristik, tegangan geser bernilai sangat kecil dan tegangan 

𝑭 𝑭 
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tarik bernilai maksimum. Jarak karakteristik tersebut bernilai sangat kecil 

sehingga kita bisa mengasumsikan bahwa tegangan tarik bernilai sama di 

sepanjang serat. Distribusi tegangan geser dan tegangan tarik ini ditunjukkan 

pada Gambar 2.2c.  

Hal yang sama juga terjadi pada saat lamina menerima gaya tekan pada 

arah longitudinal. Sebagian beban yang diterima oleh matriks ditransfer ke serat 

melalui tegangan geser sehingga serat menerima tegangan tekan yang lebih 

besar. Kemudian, perlu diketahui bahwa ketika serat menerima tegangan tekan, 

serat biasanya lebih mudah mengalami pembengkokan atau tekukan. Akan 

tetapi, dengan adanya matriks pada lamina, kemungkinan tekukan tersebut 

dapat dikurangi. Dengan demikian, selain berfungsi untuk mentransfer beban 

ke serat, matriks juga berfungsi untuk mencegah serat mengalami tekukan.  

B. Fraksi Volume  

Kita sudah membahas bahwa lamina terdiri dari dua penyusun, yaitu serat dan 

matriks. Sifat lamina sangat bergantung pada komposisi penyusunnya. Untuk 

menyatakan komposisi dari penyusun tersebut, terdapat beberapa besaran baru 

yang perlu didefinisikan, yaitu fraksi volume serat dan fraksi volume matriks. 

Kemudian, perlu diketahui bahwa ketika lamina difabrikasi, udara bisa 

terperangkap di dalamnya. Udara yang terperangkap ini berbentuk gelembung-

gelembung kecil dan disebut sebagai void. Ukuran dari void ini sangat kecil dan 

tidak bisa diamati tanpa alat bantu.  

Jika volume serat, volume matriks, dan volume void pada suatu lamina 

berturut-turut disimbolkan sebagai 𝑣𝑠 , 𝑣𝑚  dan 𝑣𝑣 , volume dari lamina atau 

material komposit yang misalkan disimbolkan sebagai 𝑣𝑘  dapat dirumuskan 

sebagai 

𝑣𝑘 = 𝑣𝑠 + 𝑣𝑚 + 𝑣𝑣.                                                 (2.1) 

Fraksi volume serat, yang misalkan disimbolkan sebagai 𝑉𝑠 didefinisikan 

sebagai volume serat per volume lamina. Dengan demikian, dapat dituliskan 

bahwa        

𝑉𝑠 =
𝑣𝑠
𝑣𝑘
.                                                            (2.2) 

Dengan cara yang sama, fraksi volume matriks yang misalkan disimbolkan 

sebagai 𝑉𝑚  dan fraksi volume void yang misalkan disimbolkan sebagai 𝑉𝑣 

secara berturut-turut didefinisikan sebagai   

𝑉𝑚 =
𝑣𝑚
𝑣𝑘
;                                                           (2.3) Bu
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𝑉𝑣 =
𝑣𝑣
𝑣𝑘
.                                                           (2.4) 

Karena 𝑣𝑘 = 𝑣𝑠 + 𝑣𝑚 + 𝑣𝑣, dapat dituliskan bahwa 

𝑉𝑠 + 𝑉𝑚 + 𝑉𝑣 =
𝑣𝑠
𝑣𝑘
+
𝑣𝑚
𝑣𝑘
+
𝑣𝑣
𝑣𝑘
= 1.                                 (2.5) 

Perlu diketahui bahwa meskipun dalam analisis mikromekanika lamina, 

komposisi material penyusun dinyatakan dalam bentuk fraksi volume, tetapi 

pada praktiknya penentuan fraksi volume tersebut biasanya didasarkan pada 

hasil pengukuran massa material penyusun. Oleh sebab itu, kita perlu 

menentukan hubungan antara fraksi volume dan massa dari material penyusun. 

Untuk itu, karena massa jenis didefinisikan sebagai massa per volume, volume 

lamina dapat ditulis sebagai 

𝑣𝑘 =
𝑤𝑘
𝜌𝑘
;                                                               (2.6) 

dengan 𝑤𝑘  dan 𝜌𝑘  secara berturut-turut merupakan massa dan massa jenis 

lamina. Kemudian, dengan cara yang sama, volume serat adalah 

𝑣𝑠 =
𝑤𝑠
𝜌𝑠
                                                              (2.7) 

dan volume matriks adalah 

𝑣𝑚 =
𝑤𝑚
𝜌𝑚

;                                                              (2.8) 

dengan subskrip 𝑠 dan 𝑚 secara berturut-turut menyatakan serat dan matriks.  

Dengan menyubstitusikan persamaan (2.7) ke persamaan (2.2), fraksi 

volume serat dapat ditulis sebagai 

𝑉𝑠 =
𝑤𝑠
𝜌𝑠𝑣𝑘

.                                                            (2.9) 

Berdasarkan persamaan (2.9), jika massa serat, massa jenis serat, dan volume 

lamina diketahui, fraksi volume serat dapat ditentukan. Kemudian, dengan 

menyubstitusikan persamaan (2.8) ke persamaan (2.3), fraksi volume matriks 

dapat ditulis sebagai 

𝑉𝑚 =
𝑤𝑚
𝜌𝑚𝑣𝑘

.                                                      (2.10) 

Karena lamina terdiri dari serat, matriks dan void, tentu massa lamina 

tersebut sama dengan penjumlahan massa ketiga elemen penyusun tersebut. Bu
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Akan tetapi, karena massa void jauh lebih ringan, ia dapat diabaikan sehingga 

massa lamina yang misalkan disimbolkan sebagai 𝑤𝑘 dapat ditulis sebagai 

𝑤𝑘 = 𝑤𝑠 + 𝑤𝑚;                                                      (2.11) 

dengan 𝑤𝑠 dan 𝑤𝑚 secara berturut-turut adalah massa serat dan massa matriks. 

Dengan menyubstitusikan persamaan (2.6), (2.7), dan (2.8) ke persamaan (2.11), 

diperoleh 

𝜌𝑘𝑣𝑘 = 𝜌𝑠𝑣𝑠 + 𝜌𝑚𝑣𝑚;                                                           

𝜌𝑘 = 𝜌𝑠
𝑣𝑠
𝑣𝑘
+ 𝜌𝑚

𝑣𝑚
𝑣𝑘
.                                                         

Dengan demikian, berdasarkan definisi fraksi volume serat dan fraksi volume 

matriks, dapat dituliskan bahwa 

𝜌𝑘 = 𝜌𝑠𝑉𝑠 + 𝜌𝑚𝑉𝑚.                                               (2.12) 

Persamaan (2.12) disebut sebagai persamaan aturan campuran untuk massa 

jenis lamina. Berdasarkan persamaan tersebut, jika massa jenis serat, massa 

jenis matriks, fraksi volume serat, dan fraksi volume matriks diketahui, massa 

jenis lamina yang dihasilkan dapat ditentukan. 

Contoh 2.1 

Sebuah sampel lamina dengan ukuran 2,54 cm ×  2,54 cm ×  0,3 cm 

memiliki massa 2,98 gram . Sampel tersebut dimasukkan ke dalam suatu 

larutan kimia sehingga matriksnya larut kemudian tersisa serat yang massanya 

sebesar 1,863 gram. Jika diketahui bahwa massa jenis dari serat dan matriks 

adalah 𝜌𝑠 = 1,9 gram cm3⁄  dan 𝜌𝑚 = 1,2 gram cm3⁄ , tentukan fraksi volume 

serat, fraksi volume matriks, dan fraksi volume void pada sampel tersebut.  

 

Jawab 

a. Volume lamina adalah 𝑣𝑘 = 2,54 cm ×  2,54 cm ×  0,3 cm = 1,94 cm3. 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (2.9), fraksi volume serat adalah 

       𝑉𝑠 =
𝑤𝑠
𝜌𝑠𝑣𝑘

=
1,863 𝑔𝑟𝑎𝑚

(1,9 𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑐𝑚3⁄ )(1,94 𝑐𝑚3)
       

= 50,54%.                                                                                      

Terlihat bahwa lebih dari setengah volume lamina merupakan volume serat. 
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b. Berdasarkan persamaan (2.11), massa matriks adalah 𝑤𝑚 = 𝑤𝑘 −
𝑤𝑠. Dengan menyubstitusikan 𝑤𝑚  ke persamaan (2.10), fraksi volume 

matriks adalah 

                        𝑉𝑚 =
𝑤𝑚
𝜌𝑚𝑣𝑘

=
𝑤𝑘 −𝑤𝑠
𝜌𝑚𝑣𝑘

=
2,98 𝑔𝑟𝑎𝑚 − 1,863 𝑔𝑟𝑎𝑚

(1,2 𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑐𝑚3⁄ )(1,94 𝑐𝑚3)
   

= 47,98%.                                                                                       

c. Fraksi volume void dapat ditentukan berdasarkan persamaan (2.5), yaitu 

                𝑉𝑣 = 1− 𝑉𝑠 + 𝑉𝑚 = 100%− 50,54%+ 47,98% 

= 1,48%.                                               

Pada contoh ini dapat dilihat bahwa massa jenis serat dan massa jenis 

matriks sudah diketahui terlebih dahulu. Untuk menentukan fraksi volume 

serat, sebuah sampel lamina diambil dengan ukuran tertentu sehingga 

massa dan volume lamina tersebut dapat ditentukan. Untuk menentukan 

massa serat, lamina dimasukkan ke dalam suatu larutan kimia khusus 

sehingga matriksnya larut dan menyisakan serat. Setelah itu, fraksi volume 

serat, matriks, dan void dapat ditentukan seperti ditunjukkan pada bagian a, 

b, dan c. 

C. Elemen Volume Representatif 

Untuk mengembangkan konsep mikromekanika lamina, kita perlu 

mengasumsikan bahwa serat tersusun sejajar dan terpisah dengan jarak yang 

sama antara satu dan lainnya seperti ditunjukkan pada Gambar 2.3a. Selain itu, 

kita perlu mengasumsikan bahwa lamina tersebut dapat diwakilkan oleh elemen 

volume lamina seperti ditunjukkan pada Gambar 2.3b. Elemen volume tersebut 

disebut sebagai elemen volume representatif.  

 
 

 
 

 

 

 

` 
Keterangan: (a) Lamina dengan Serat yang Tersusun Sejajar, (b) Elemen Volume 

Representatif, dan (c) Elemen Volume Representatif yang Disederhanakan 

Gambar 2.3 Penyederhanaan Lamina untuk Analisis Konsep Mikromekanika  

(a) (b) (c) 

Serat 

𝑝 

𝑙 

𝑡 
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Untuk menyederhanakan analisis, misalkan elemen volume representatif 

pada Gambar 2.3b diasumsikan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.3c. 

Dimensi elemen volume representatif tersebut adalah 𝑝 × 𝑙 × 𝑡 . Dengan 

demikian, jika luas total penampang serat adalah 𝐴𝑠, volume serat adalah 𝑣𝑠 =
𝐴𝑠𝑝. Kemudian, jika luas total penampang elemen volume representatif adalah 

𝐴𝑘 , volume elemen volume representatif adalah 𝑣𝑘 = 𝐴𝑘𝑝  sehingga fraksi 

volume serat dapat ditulis sebagai 

𝑉𝑠 =
𝑣𝑠
𝑣𝑘
=
𝐴𝑠𝑝

𝐴𝑘𝑝
 

maka 

𝑉𝑠 =
𝐴𝑠
𝐴𝑘
.                                                         (2.13) 

Berdasarkan persamaan (2.13), terlihat bahwa fraksi volume serat sama dengan 

fraksi luas penampang dari serat tersebut. Dengan cara yang sama, jika luas total 

permukaan matriks adalah 𝐴𝑚, fraksi volume matriks adalah 

𝑉𝑚 =
𝑣𝑚
𝑣𝑘

=
𝐴𝑚𝑝

𝐴𝑘𝑝
 

maka 

𝑉𝑚 =
𝐴𝑚
𝐴𝑘
.                                                        (2.14) 

Rumusan fraksi volume serat dan matriks yang diberikan oleh persamaan (2.13) 

dan (2.14) kita perlukan untuk merumuskan modulus Young pada arah 

longitudinal dari suatu lamina berdasarkan konsep mikromekanika lamina. 

D. Modulus Young pada arah Longitudinal 

Kita sudah membahas bahwa sifat lamina sangat bergantung pada sifat matriks 

dan serat. Sekarang, mari kita tentukan modulus Young pada arah longitudinal 

dari lamina jika kita mengetahui komposisi dan modulus Young dari serat dan 

matriks penyusun lamina tersebut.  

 

 

 

 

 

 
Gambar 2.4 Elemen Volume Representatif yang 

Menerima Gaya pada Arah Longitudinal 

𝑭 𝑭 
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Karena elemen volume representatif dapat mewakilkan lamina, modulus 

Young pada arah longitudinal dari suatu lamina dapat ditentukan dengan 

menentukan modulus Young dari elemen volume representatif tersebut. 

Berdasarkan Gambar 2.4, ketika lamina menerima gaya pada arah longitudinal, 

gaya total yang bekerja sama dengan penjumlahan gaya yang diterima oleh serat 

dan matriks. Jika besar gaya yang diterima serat dan matriks secara berturut-

turut adalah 𝐹𝑠  dan 𝐹𝑚 , gaya total yang diterima oleh lamina yang misalkan 

disimbolkan sebagai 𝐹𝑘 adalah 

𝐹𝑘 = 𝐹𝑠 + 𝐹𝑚.                                                     (2.15) 

Karena 𝜎 = 𝐹𝐴, persamaan (2.15) juga dapat ditulis sebagai 

𝜎𝑘1𝐴𝑘 = 𝜎𝑠1𝐴𝑠 + 𝜎𝑚1𝐴𝑚;                                             (2.16) 

dengan 𝜎𝑘1 , 𝜎𝑠1  dan 𝜎𝑚1  secara berturut-turut adalah tegangan yang bekerja 

pada arah longitudinal dari lamina, serat dan matriks. Kemudian, karena 𝜎 =
𝐸𝜀, persamaan (2.16) juga dapat ditulis sebagai 

𝐸𝑘1𝜀𝑘1𝐴𝑘 = 𝐸𝑠1𝜀𝑠1𝐴𝑓 + 𝐸𝑚𝜀𝑚1𝐴𝑚;      

dengan subskrip 1 menunjukkan arah longitudinal. Kita menuliskan modulus 

Young matriks menjadi 𝐸𝑚 karena pada umumnya, matriks bersifat isotropik, 

yaitu memiliki sifat yang sama pada segala arah. Dengan membagi kedua ruas 

persamaan di atas dengan 𝜀𝑘1𝐴𝑘, diperoleh 

𝐸𝑘1 = 𝐸𝑠1

𝜀𝑠1

𝜀𝑘1

𝐴𝑓
𝐴𝑘
+ 𝐸𝑚

𝜀𝑚1

𝜀𝑘1

𝐴𝑚
𝐴𝑘
.                                   (2.17) 

Asumsi lain dalam mikromekanika lamina adalah serat dan matriks 

terikat dengan sempurna. Dengan demikian, ini berarti ketika lamina 

mengalami peregangan, 𝜀𝑘1 = 𝜀𝑓1 = 𝜀𝑚1  sehingga 𝜀𝑠1 𝜀𝑘1⁄ = 𝜀𝑚1 𝜀𝑘1⁄ = 1. 

Kemudian, berdasarkan persamaan (2.13) dan (2.14), persamaan (2.17) dapat 

ditulis sebagai 

 𝐸𝑘1 = 𝐸𝑠1(1)
𝐴𝑓
𝐴𝑘
+ 𝐸𝑚(1)

𝐴𝑚
𝐴𝑘
       

atau 

𝐸𝑘1 = 𝐸𝑠1𝑉𝑓 + 𝐸𝑚𝑉𝑚.                                                 (2.18) 

Asumsi berikutnya dalam mikromekanika lamina adalah void tidak 

terdapat di dalam lamina. Dengan demikian, persamaan (2.5) dapat ditulis 

sebagai 𝑉𝑠 + 𝑉𝑚 = 1 sehingga 
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𝐸𝑘1 = 𝐸𝑠1𝑉𝑓 + 𝐸𝑚(1 − 𝑉𝑓).                                      (2.19) 

Persamaan di atas disebut sebagai persamaan aturan campuran untuk 

modulus Young lamina pada arah longitudinal. Berdasarkan persamaan tersebut, 

hubungan antara modulus Young lamina dan fraksi volume serat dapat 

ditampilkan ke dalam bentuk grafik seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.5.  

 

 

 
 

 

 

 
Gambar 2.5 Grafik Modulus Young 𝐸𝑘1 vs. 

Fraksi Volume Serat 𝑉𝑠 

Dari grafik di atas dapat dilihat bahwa modulus Young lamina berbanding lurus 

dengan fraksi volume serat. Ketika fraksi volume serat sama dengan nol, ini 

berarti bahwa lamina hanya terdiri dari matriks sehingga modulus Young-nya 

sama dengan modulus Young matriks. Kemudian, ketika fraksi volume serat 

sama dengan satu, ini berarti bahwa lamina hanya terdiri dari serat sehingga 

modulus Young-nya sama dengan modulus Young serat.  

Contoh 2.2 

Sebuah lamina karbon/epoksi searah tersusun dari serat dan matriks dengan 

sifat 𝐸𝑠1 = 245 GPa  dan 𝐸𝑚 = 4 GPa.  Dengan mengasumsikan lamina 

tersebut bebas dari void, tentukan modulus Young lamina tersebut pada arah 

longitudinal jika fraksi volume serat adalah 0,6. Kemudian, jika lamina tersebut 

ditarik pada arah longitudinal, tentukan rasio beban yang diterima oleh serat dan 

matriks. 

 
Jawab 

a. Berdasarkan persamaan (2.19), modulus Young lamina pada arah 

longitudinal adalah 

𝐸𝑘1 

1 
𝑉𝑠  

𝐸𝑚1 

𝐸𝑠1 

0 
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𝐸𝑘1 = 𝐸𝑠1𝑉𝑓 + 𝐸𝑚(1− 𝑉𝑓)                                                             

           = (245 𝐺𝑃𝑎)(0,6) + (4 𝐺𝑃𝑎)(1− 0,6) 

         = 148 𝐺𝑃𝑎.                                                   

Terlihat bahwa modulus Young lamina yang dihasilkan lebih besar dari 

modulus Young matriks, tetapi lebih rendah dari modulus Young serat. 

Kemudian, karena modulus Young serat jauh lebih besar jika dibandingkan 

dengan modulus Young matriks, ini menyebabkan modulus Young lamina 

secara dominan dipengaruhi oleh modulus Young serat. 

b. Karena 𝐹 = 𝜎𝐴  dan 𝜎 = 𝐸𝜀 , rasio beban yang diterima oleh serat dan 

matriks dapat ditulis sebagai 

𝐹𝑠
𝐹𝑚

=
𝐸𝑠1𝜀𝑠1𝐴𝑠

𝐸𝑚𝜀𝑚1𝐴𝑚
. 

Kita mengetahui bahwa ketika lamina ditarik pada arah longitudinal, 

regangan yang dialami oleh matriks dan serat bernilai sama. Dengan 

demikian, dengan membagi pembilang dan penyebut pada persamaan di 

atas dengan luas penampang lamina 𝐴𝑘, diperoleh  

𝐹𝑠
𝐹𝑚

=
𝐸𝑠1𝜀𝑠1 (

𝐴𝑠
𝐴𝑘
)

𝐸𝑚𝜀𝑚1 (
𝐴𝑚
𝐴𝑘
)
=
𝐹𝑠
𝐹𝑚

=
𝐸𝑠1𝑉𝑠

𝐸𝑚𝑉𝑚
 

     =
(245 𝐺𝑃𝑎)(0,6)

(4 𝐺𝑃𝑎)(0,4)
                       

     = 91,88.                                         

Ini berarti bahwa beban yang diterima oleh serat adalah 92 kali beban yang 

diterima oleh matriks. Hal ini disebabkan oleh matriks yang mentransfer 

bebannya ke serat. Kemudian, perlu diketahui bahwa penamaan lamina 

karbon/epoksi berarti bahwa lamina tersebut merupakan lamina yang seratnya 

adalah serat karbon dan matriksnya adalah epoksi. 

E. Modulus Young pada arah Transversal 

Ketika lamina ditarik pada arah transversal, serat dan matriks mengalami 

perubahan panjang pada arah tersebut. Dengan demikian, perubahan panjang 
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total pada arah transversal yang dialami oleh lamina tersebut sama dengan 

penjumlahan perubahan panjang pada arah transversal dari matriks dan serat.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2.6 Elemen Volume Representatif 

yang Ditarik pada Arah Transversal 

Berdasarkan Gambar 2.6, panjang total awal dari serat dan matriks pada 

arah transversal secara berturut-turut adalah 𝑙𝑠 dan 𝑙𝑚. Jika 𝑙𝑘 adalah panjang 

awal lamina pada arah transversal, berdasarkan konsep regangan, dapat 

dituliskan bahwa 

  ∆𝑙𝑘 = ∆𝑙𝑠 + ∆𝑙𝑚;              

𝜀𝑘2𝑙𝑘 = 𝜀𝑠2𝑙𝑓 + 𝜀𝑚2𝑙𝑚;                                            (2.20) 

dengan 𝜀𝑘2 , 𝜀𝑠2 , dan 𝜀𝑚2  secara berturut-turut merupakan regangan lamina, 

regangan serat, dan regangan matriks pada arah transversal. Kemudian, karena 

𝜀 = 𝜎 𝐸⁄ , persamaan (2.20) dapat ditulis sebagai 

𝜎𝑘2

𝐸𝑘2

𝑙𝑘 =
𝜎𝑠2

𝐸𝑠2

𝑙𝑓 +
𝜎𝑚2

𝐸𝑚
𝑙𝑚;                                                           

𝜎𝑘2

𝐸𝑘2

=
𝜎𝑠2

𝐸𝑠2

𝑙𝑓
𝑙𝑘
+
𝜎𝑚2

𝐸𝑚

𝑙𝑚
𝑙𝑘
.                                             (2.21) 

Selanjutnya, perhatikan bahwa luas permukaan serat dan matriks yang 

mengarah ke arah transversal tentu bernilai sama. Ini berarti bahwa ketika 

lamina ditarik pada arah transversal, tegangan yang dialami oleh serat dan 

matriks juga bernilai sama sehingga dapat dituliskan bahwa 𝜎𝑘2 = 𝜎𝑓2 = 𝜎𝑚2. 

Dengan demikian, persaman (2.21) dapat ditulis sebagai 

1

𝐸𝑘2

=
1

𝐸𝑓2

𝑙𝑓
𝑙𝑘
+

1

𝐸𝑚

𝑙𝑓
𝑙𝑘
.                                               (2.22) 

Selain itu, berdasarkan Gambar 2.3c, perhatikan bahwa  

𝑙𝑚 2⁄  

𝑭 

𝑭 

𝑙𝑠 
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𝑙𝑠
𝑙𝑘
=
𝑙𝑠𝑡𝑝

𝑙𝑘𝑡𝑝
=
𝑣𝑠
𝑣𝑘
;        

𝑙𝑠
𝑙𝑘
= 𝑉𝑠;                                                                (2.23) 

dan 

𝑙𝑚
𝑙𝑘
=
𝑙𝑚𝑡𝑝

𝑙𝑘𝑡𝑝
=
𝑣𝑚
𝑣𝑘

= 𝑉𝑚.                                         (2.24) 

Dengan demikian, persamaan (2.22) dapat ditulis sebagai 

1

𝐸𝑘2

=
𝑉𝑘
𝐸𝑓2

+
𝑉𝑚
𝐸𝑚

.                                                   (2.25) 

Dengan menyusun ulang persamaan di atas dan mengasumsikan bahwa fraksi 

volume void sama dengan nol, dapat dituliskan bahwa 

𝐸𝑘2 =
𝐸2𝑓𝐸𝑚

𝐸𝑚𝑉𝑓 + 𝐸𝑓2𝑉𝑚
                        

maka 

𝐸𝑘2 =
𝐸2𝑓𝐸𝑚

𝐸𝑚𝑉𝑓 + 𝐸𝑓2(1− 𝑉𝑓)
.                                      (2.26) 

Persamaan (2.26) biasanya disebut sebagai persamaan aturan campuran untuk 

modulus Young lamina pada arah transversal. Berdasarkan persamaan tersebut, 

dengan 𝐸2𝑠 yang relatif jauh lebih besar dari 𝐸𝑚, hubungan antara modulus 

Young lamina pada arah transversal dan fraksi volume serat dapat ditunjukkan 

dalam bentuk grafik seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.7. Berdasarkan 

Gambar 2.7 Grafik Modulus Young 𝐸𝑘2 vs. 

Fraksi Volume Serat 𝑉𝑠 
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gambar tersebut, dapat dilihat bahwa kenaikan modulus Young relatif kecil 

ketika fraksi volume serat tidak terlalu besar. Ini berarti bahwa modulus Young 

pada arah transversal sangat bergantung pada modulus Young matriks. 

Contoh 2.3 

Berdasarkan Contoh 2.2, jika modulus Young serat pada arah transversal adalah 

𝐸𝑠2 = 25 GPa, tentukan modulus Young lamina tersebut pada arah transversal. 

 

Jawab 

Berdasarkan persamaan (2.26), modulus Young lamina pada arah transversal 

adalah 

𝐸𝑘2 =
𝐸2𝑓𝐸𝑚

𝐸𝑚𝑉𝑓 + 𝐸𝑓2(1− 𝑉𝑓)
                                                             

             =
(25 𝐺𝑃𝑎)(4 𝐺𝑃𝑎)

(4 𝐺𝑃𝑎)(0,6) + (25 𝐺𝑃𝑎)(1− 0,6)
      

              = 8,1 𝐺𝑃𝑎.                                                          

Terlihat bahwa modulus Young lamina yang dihasilkan hampir sama dengan 

modulus Young serat. Ini berarti bahwa modulus Young lamina pada arah 

transversal sangat dipengaruhi oleh modulus Young matriks.    

F. Rasio Poisson Utama 

Pada lamina, rasio Poisson utama didefinisikan sebagai negatif dari rasio 

regangan pada arah transversal dengan regangan pada arah longitudinal. 

Dengan demikian, rasio Poisson utama lamina yang misalkan disimbolkan 

sebagai 𝜈𝑘12 dapat dirumuskan sebagai  

𝜈𝑘12 = −
𝜀𝑘2

𝜀𝑘1

.                                                 (2.27) 

Jika persamaan (2.20) dibagi dengan 𝑙𝑘𝜀𝑘1, akan diperoleh  

𝜀𝑘2

𝜀𝑘1

=
𝜀𝑠2𝑙𝑓

𝜀𝑘1𝑙𝑘
+
𝜀𝑚2𝑙𝑚

𝜀𝑘1𝑙𝑘
 

maka 
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𝜀𝑘2

𝜀𝑘1

=
𝜀𝑠2

𝜀𝑘1

𝑉𝑠 +
𝜀𝑚2

𝜀𝑘1

𝑉𝑚.                                     (2.28) 

Kemudian, 𝜀𝑘1 = 𝜀𝑠1 = 𝜀𝑚1 karena serat dan matriks terikat sempurna. Dengan 

demikian, persamaan (2.28) dapat ditulis sebagai 

𝜀𝑘2

𝜀𝑘1

=
𝜀𝑠2

𝜀𝑠1

𝑉𝑠 +
𝜀𝑚2

𝜀𝑠1

𝑉𝑚.                                            (2.29) 

Kemudian, jika 𝜈𝑠12  dan 𝜈𝑚  secara berturut-turut merupakan rasio Poisson 

utama dari serat dan matriks, dapat dituliskan bahwa 

𝜈𝑠12 = −
𝜀𝑠2

𝜀𝑠1

;                                                              (2.30) 

𝜈𝑚 = −
𝜀𝑚2

𝜀𝑚1

.                                                            (2.31) 

Subskrip 12 pada rasio Poisson matriks tidak perlu dituliskan karena matriks 

bersifat isotropik. Berdasarkan persamaan (2.30) dan (2.31), persamaan (2.29) 

dapat ditulis sebagai 

−
𝜀𝑘2

𝜀𝑘1

= 𝜈𝑠12𝑉𝑠 + 𝜈𝑚𝑉𝑚 

Dengan demikian, rasio Poisson utama yang diberikan oleh persamaan (2.27) 

juga dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑘12 = 𝜈𝑠12𝑉𝑠 + 𝜈𝑚𝑉𝑚.                                             (2.32) 

Karena 𝑉𝑚 = 1 − 𝑉𝑠, dapat dituliskan juga bahwa 

𝜈𝑘12 = 𝜈𝑠12𝑉𝑠 + 𝜈𝑚(1− 𝑉𝑠).                                       (2.33) 

Persamaan (2.33) biasanya disebut sebagai persamaan aturan campuran untuk 

rasio Poisson utama. 

Contoh 2.4 

Sebuah lamina kaca/epoksi searah memiliki sifat dengan 𝐸𝑠 = 80 GPa, 𝜈𝑠 =
0,2, 𝐸𝑚 = 4 GPa dan 𝜈𝑚 = 0,3. Jika fraksi volume serat adalah 0,6, tentukan 

rasio Poisson lamina tersebut. 
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Jawab 

Perlu diketahui bahwa berbeda dengan serat karbon, serat kaca bersifat isotropik 

sehingga pada serat kaca dapat dituliskan bahwa 𝐸𝑠1 = 𝐸𝑠2  dan 𝜈𝑠12 = 𝜈𝑠 . 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (2.33), rasio Poisson lamina adalah 

𝜈𝑘12 = 𝜈𝑠12𝑉𝑠 + 𝜈𝑚(1 − 𝑉𝑠)          

            = (0,3)(0,6) + 0,3(1− 0,6) 

            = 0,24.                                         

Terlihat bahwa karena rasio Poisson lebih kecil dari rasio Poisson matriks, rasio 

Poisson lamina juga menjadi lebih kecil dari rasio Poisson matriks. 

G. Modulus Geser 

Gambar 2.8 menunjukkan deformasi yang dialami oleh elemen volume 

representatif akibat menerima tegangan geser. Tegangan geser tersebut bekerja 

pada sisi-sisi yang tegak lurus dengan arah transversal dan arah longitudinal. 

Seperti yang sudah kita bahas pada Bab I, besar tegangan geser pada keempat 

sisi tersebut bernilai sama.  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
Gambar 2.8 Deformasi Geser yang Dialami oleh Elemen Volume Representatif 

Berdasarkan Gambar 2.8, dapat dilihat bahwa deformasi geser 𝛥𝑘 sama 

dengan penjumlahan deformasi geser serat 𝛥𝑠 dan deformasi geser matriks 𝛥𝑚. 

Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa 

𝛥𝑘 = 𝛥𝑠 + 𝛥𝑚.                                                 (2.34) 

Kemudian, misalkan regangan geser yang dialami lamina adalah 𝛾𝑘12. 
Berdasarkan Gambar 2.8, untuk 𝛾𝑘12 yang cukup kecil, dapat dituliskan bahwa  
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𝛾𝑘12 = 𝑡𝑎𝑛 𝛾𝑘12 

sehingga 

𝛾𝑘12 =
𝛥𝑘
𝑙
.                                                     (2.35) 

Dengan demikian, 

∆𝑘= 𝛾𝑘12𝑙.                                                 (2.36) 

Jika tegangan geser dan modulus geser lamina secara berturut-turut adalah 𝜏𝑘12 

dan 𝐺𝑘12, berdasarkan konsep tegangan dan regangan yang sudah kita bahas 

pada Bab I, kita dapat menuliskan bahwa 𝛾𝑘12 = 𝜏𝑘12 𝐺𝑘12⁄  sehingga 

persamaan (2.36) dapat ditulis sebagai 

 𝛥𝑘 = 𝛾𝑘12𝑙 

sehingga 

𝛥𝑘 =
𝜏𝑘12
𝐺𝑘12

𝑙.                                               (2.37) 

Dengan cara yang sama, dapat dituliskan bahwa 

𝛥𝑠 = 𝛾𝑠12𝑙𝑠 

maka  

𝛥𝑠 =
𝜏𝑠12

𝐺𝑠12

𝑙𝑠;                                               (2.38) 

dengan 𝛾𝑠12 , 𝜏𝑠12,  dan 𝐺𝑠12  secara berturut-turut merupakan regangan geser 

serat, tegangan geser serat, dan modulus geser serat. Kemudian, kita juga bisa 

menuliskan bahwa 

𝛥𝑚 = 𝛾𝑚12𝑙𝑚   

sehingga 

𝛥𝑚 =
𝜏𝑚12

𝐺𝑚
𝑙𝑚;                                              (2.39) 

dengan 𝛾𝑚12 , 𝜏𝑚12, dan 𝐺𝑚  secara berturut-turut merupakan regangan geser 

matriks, tegangan geser matriks, dan modulus geser matriks. Sekali lagi, kita 

tidak perlu menuliskan subskrip 12 pada modulus geser matriks karena pada 

umumnya matriks bersifat isotropik. Berdasarkan persamaan (2.37), (2.38), dan 

(2.39), persamaan (2.34) dapat ditulis sebagai Bu
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𝜏𝑘12

𝐺𝑘12

𝑙𝑘 = 
𝜏𝑠12

𝐺𝑠12

𝑙𝑠 +
𝜏𝑚12

𝐺𝑚
𝑙𝑚.                                                   

Kemudian, perhatikan bahwa tegangan geser yang dialami oleh lamina, serat, 

dan matriks bernilai sama sehingga  

𝑙𝑘
𝐺𝑘12

=
𝑙𝑠
𝐺𝑠12

+
𝑙𝑚
𝐺𝑚
. 

Dengan membagi kedua ruas persamaan tersebut dengan 𝑙𝑘, diperoleh 

     
1

𝐺𝑘12

𝑙𝑘
𝑙𝑘
=

1

𝐺𝑠12

𝑙𝑠
𝑙𝑘
+

1

𝐺𝑚

𝑙𝑚
𝑙𝑘
; 

1

𝐺𝑘12

=
𝑉𝑠
𝐺𝑠12

+
𝑉𝑚
𝐺𝑚
. 

Dengan demikian, 

𝐺𝑘12 =
𝐺𝑠12𝐺𝑚

𝐺𝑚𝑉𝑠 + 𝐺𝑠12𝑉𝑚
                                           (2.40) 

atau dengan mengasumsikan bahwa lamina bebas dari void, 𝑉𝑚 = (1 − 𝑉𝑠) 
sehingga persamaan (2.40) juga dapat ditulis sebagai 

𝐺𝑘12 =
𝐺𝑠12𝐺𝑚

𝐺𝑚𝑉𝑠 + 𝐺𝑠12(1− 𝑉𝑠)
.                                    (2.41) 

Persamaan (2.41) mirip dengan rumusan modulus Young pada arah 

transversal. Ini berarti bahwa modulus geser dari lamina sangat bergantung pada 

modulus geser matriks. Jika persaman (2.41) ditampilkan ke dalam bentuk 

grafik, akan tampak seperti Gambar 2.9. 

Gambar 2.9 Grafik Modulus Geser 𝐺𝑘12 vs. 

Fraksi Volume Serat 𝑉𝑠 

𝐺𝑘12 

1 
𝑉𝑠 

𝐺𝑚12 

0 
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Contoh 2.5 

Sebuah lamina kaca/epoksi searah memiliki sifat dengan 𝐺𝑠 = 36 GPa  dan 

𝐺𝑚 = 1,5 GPa. Jika fraksi volume serat adalah 0,6, tentukan modulus geser 

lamina tersebut. 

 

Jawab 

Karena serat kaca bersifat isotropik, modulus geser serat tersebut tidak 

bergantung arah sehingga 𝐺𝑠12 = 𝐺𝑠.  Dengan demikian, berdasarkan 

persamaan (2.41), modulus geser lamina adalah 

𝐺𝑘12 =
𝐺12𝑘𝐺𝑚

𝐺𝑚𝑉𝑠 + 𝐺𝑠12(1− 𝑉𝑠)
                            

               =
(36 𝐺𝑃𝑎)(1,5 𝐺𝑃𝑎)

(1,5 𝐺𝑃𝑎)(0,6) + (36 𝐺𝑃𝑎)(1− 0,6)
 

 = 3,53 𝐺𝑃𝑎.                                                     

H. Kekuatan Tarik pada Arah Longitudinal 

Untuk menentukan kekuatan tarik lamina pada arah longitudinal, kita bisa 

mengasumsikan bahwa serat dan matriks bersifat elastik linier sampai 

mengalami kegagalan. Kegagalan merupakan kondisi di mana lamina sudah 

rusak dan tidak mampu lagi menerima beban. Ketika lamina ditarik pada arah 

longitudinal, serat dan matriks mengalami regangan yang sama. Pada umumnya, 

matriks bersifat lebih elastis dibanding serat. Oleh sebab itu, regangan 

maksimum yang mampu ditahan matriks lebih besar dibanding regangan 

maksimum yang mampu ditahan oleh serat. Pada subbab ini, kita akan 

menentukan kekuatan tarik lamina dengan sifat serat dan matriks yang seperti 

ini.  

Sekarang, mari kita tinjau terlebih dahulu lamina yang hanya terdiri dari 

matriks saja. Karena tidak ada serat, kekuatan tarik lamina tersebut sama dengan 

kekuatan tarik matriks. Dengan demikian, pada kondisi ini dapat dituliskan 

bahwa 

(𝜎
𝑘1
𝑇 )

𝑢𝑙𝑡
= (𝜎𝑚

𝑇 )𝑢𝑙𝑡;                                                   (2.42) 

dengan (𝜎𝑘1
𝑇 )ult  dan (𝜎𝑚

𝑇 )ult  secara berturut-turut merupakan kekuatan tarik 

lamina pada arah longitudinal dan kekuatan tarik matriks.  Bu
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Kita sudah membahas bahwa jika pada lamina terdapat serat, tegangan 

lamina dapat dirumuskan berdasarkan persamaan (2.16), yaitu  

𝜎𝑘1𝐴𝑘 = 𝜎𝑠1𝐴𝑠 + 𝜎𝑚1𝐴𝑚 = 𝜎𝑠1

𝐴𝑠
𝐴𝑘
+ 𝜎𝑚1

𝐴𝑚
𝐴𝑘

;            

𝜎𝑘1 = 𝜎𝑠1𝑉𝑠 + 𝜎𝑚1𝑉𝑚                                                                          

atau 

𝜎𝑘1 = 𝜎𝑠1𝑉𝑠 + 𝜎𝑚1(1− 𝑉𝑠).                                                   (2.43) 

Persamaan (2.43) biasanya disebut sebagai persamaan aturan campuran untuk 

tegangan lamina pada arah longitudinal.  

Jika fraksi volume serat sangat kecil, lamina akan masih bersifat cukup 

elastis. Akibatnya, ketika lamina ditarik, regangan yang dialami oleh lamina 

cukup besar sehingga serat menjadi lebih cepat mengalami kegagalan karena 

regangannya sudah mencapai regangan maksimum yang mampu ditahannya. 

Ketika serat mengalami kegagalan, tentu serat tidak berfungsi. Akan tetapi, ini 

bukan berarti lamina sudah mengalami kegagalan total. Serat yang mengalami 

kegagalan tidak lagi memberikan kontribusi dalam menerima beban lamina 

sehingga kekuatan tarik lamina dapat ditentukan dengan menjadikan suku 

pertama pada ruas kanan persamaan (2.43) menjadi sama dengan nol, yaitu 

(𝜎
𝑘1
𝑇 )

𝑢𝑙𝑡
= (𝜎𝑚

𝑇 )𝑢𝑙𝑡 (1− 𝑉𝑠).                                            (2.44) 

Persamaan (2.44) berlaku jika fraksi volume serat sangat kecil. Berdasarkan 

persamaan tersebut, jika fraksi volume serat tidak cukup besar, penambahan 

serat justru menyebabkan kekuatan tarik lamina lebih kecil jika dibandingkan 

dengan kekuatan tarik matriks. Rentang nilai fraksi volume serat ketika 

persamaan (2.44) berlaku akan kita tentukan nanti. 

Jika komposisi serat cukup besar, lamina tidak akan terlalu elastis. 

Dengan demikian, kegagalan lamina terjadi langsung ketika serat mengalami 

kegagalan. Pada keadaan tersebut, regangan yang dialami matriks sama dengan 

regangan maksimum yang mampu ditahan oleh serat. Jika regangan maksimum 

yang mampu ditahan oleh serat adalah (𝜀𝑠1
𝑇 )ult, tegangan yang dialami matriks 

(𝜎𝑚1
𝑇 ) pada keadaan tersebut dapat dirumuskan sebagai 

(𝜎
𝑚1
𝑇 ) = (𝜀

𝑠1
𝑇 )

𝑢𝑙𝑡
𝐸𝑚.                                                    (2.45) 

Pada keadaan tersebut, tentu tegangan yang dialami oleh serat adalah tegangan 

tarik yang nilainya sama dengan kekuatan tariknya. Dengan demikian, 

berdasarkan persamaan (2.43) dan (2.45), kekuatan tarik lamina pada arah 

longitudinal adalah 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



48  |  Mekanika Material Komposit: … 

(𝜎
𝑘1
𝑇 )

ult
= (𝜎

𝑠1
𝑇 )

ult
𝑉𝑠 + (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚(1− 𝑉𝑠).                       (2.46) 

Persamaan di atas berlaku jika fraksi volume serat bernilai cukup besar. Rentang 

nilai fraksi volume serat ketika persamaan (2.46) berlaku akan kita tentukan 

setelah ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.10 Grafik Modulus Geser 𝐺𝑘12 vs. 

Fraksi Volume Serat 𝑉𝑠 

Berdasarkan Gambar 2.10, jika persamaan (2.44) ditampilkan ke dalam 

grafik (𝜎𝑘1
𝑇 )ult vs. 𝑉𝑠, akan tampak plot seperti yang ditunjukkan oleh garis 𝐴. 

Kemudian, jika persamaan (2.46) ditampilkan ke dalam grafik (𝜎𝑘1
𝑇 )ult vs. 𝑉𝑠, 

akan tampak plot seperti yang ditunjukkan oleh garis 𝐵. Berdasarkan Gambar 

2.10, jika fraksi volume serat di bawah fraksi volume serat minimum atau 
(𝑉𝑠)min, adanya serat justru menyebabkan kekuatan tarik lamina lebih kecil jika 

dibandingkan dengan kekuatan tarik matriks. Artinya, pada kondisi ini, 

kekuatan tarik lamina dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (2.44). 

Sementara itu, jika fraksi volume serat di atas (𝑉𝑠)min, kekuatan tarik lamina 

dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (2.46). Akan tetapi, 

perhatikan bahwa kekuatan tarik lamina baru akan lebih besar daripada 

kekuatan tarik matriks jika fraksi volume serat di atas fraksi volume kritis 
(𝑉𝑠)krit. 

Sekarang, mari kita tentukan fraksi volume minimum serat. Berdasarkan 

Gambar 2.10, fraksi volume minimum dapat ditentukan dengan menyamakan 

persamaan (2.44) dan (2.46), yaitu 

 (𝜎𝑚
𝑇 )ult  [1− (𝑉𝑠)min] = (𝜎𝑠1

𝑇 )
ult
 (𝑉𝑠)min + (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚 [1− (𝑉𝑠)min] ; 

𝑉𝑠 
1 (𝑉𝑠)krit (𝑉𝑠)min 

(𝜎𝑚
𝑇 )ult 

(𝜎1𝑘
𝑇 )

ult
 

𝑚 

n 

Garis 𝐴 

Garis 𝐵 
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(𝜎𝑚
𝑇 )ult − (𝜎𝑚

𝑇 )ult(𝑉𝑠)min = (𝜎𝑠1
𝑇 )

ult
 (𝑉𝑠)min + (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚                                    

     − (𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚(𝑉𝑠)min.      

Dengan memindahkan suku yang mengandung (𝑉𝑠)min  ke ruas kiri, 

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚(𝑉𝑠)min − (𝜎𝑚

𝑇 )ult(𝑉𝑠)min − (𝜎𝑠1
𝑇 )

ult
 (𝑉𝑠)min = (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult; 

(𝑉𝑠)min [(𝜀𝑠1
𝑇 )

ult
𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult − (𝜎𝑠1
𝑇 )

ult
] = (𝜀

𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult. 

Dengan demikian, fraksi volume minimum serat adalah 

(𝑉𝑠)min =

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult − (𝜎𝑠1
𝑇 )

ult

.                             (2.47) 

Kemudian, berdasarkan Gambar 2.11, dapat dilihat bahwa ketika fraksi 

volume serat sama dengan fraksi volume kritis, kekuatan tarik lamina bernilai 

sama dengan kekuatan tarik matriks. Dengan demikian, fraksi volume kritis 

dapat ditentukan dengan menjadikan ruas kanan persamaan (2.46) menjadi 

sama dengan kekuatan tarik lamina, yaitu 

(𝜎
𝑚1
𝑇 )

ult
= (𝜎

𝑠1
𝑇 )

ult
 (𝑉𝑠)krit + (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚 [1− (𝑉𝑠)krit]               

                   = (𝜎
𝑠1
𝑇 )

ult
 (𝑉𝑠)krit + (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚 − (𝜀𝑠1

𝑇 )
ult
 𝐸𝑚(𝑉𝑠)krit. 

Dengan memindahkan suku yang mengandung volume kritis ke ruas kiri,  

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚(𝑉𝑠)krit − (𝜎𝑠1

𝑇 )
ult
 (𝑉𝑠)krit = (𝜀

𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚1

𝑇 )
ult
;             

(𝑉𝑠)krit [(𝜀𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑠1

𝑇 )
ult
] = (𝜀

𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚1

𝑇 )
ult
.  

Dengan demikian, fraksi volume kritis adalah 

(𝑉𝑠)krit =

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚1

𝑇 )
ult
 

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑠1

𝑇 )
ult

.                                        (2.48) 
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Contoh 2.6 

Sebuah lamina karbon/epoksi searah memiliki sifat dengan 𝐸𝑠1 = 380 GPa , 

(𝜎𝑠1
𝑇 )ult = 3.000 MPa, 𝐸𝑚 = 4 GPa, dan (𝜎𝑚1

𝑇 )ult = 75 MPa. Tentukan fraksi 

volume minimum, fraksi volume kritis, dan kekuatan tarik lamina ketika fraksi 

volume seratnya sama dengan fraksi volume minimum dan kritis. 

 

Jawab 

a) Pertama, kita perlu menentukan regangan maksimum yang mampu ditahan 

oleh serat dan matris. Regangan maksimum matriks adalah 

(𝜀
1𝑚
𝑇 )

ult
=

(𝜎
𝑚1
𝑇 )

ult

𝐸𝑚
=

75 × 10−3 GPa

4 GPa
 

                 = 1,875 × 10−2                         

dan regangan maksimum serat adalah 

(𝜀
1𝑠
𝑇 )

ult
=

(𝜎
𝑠1
𝑇 )

ult

𝐸𝑠1

=
3 GPa

380 GPa
                                              

= 7,89 × 10−3.                                                          

Karena regangan maksimum serat lebih kecil, ini berarti bahwa serat gagal 

terlebih dahulu sehingga volume serat minimum dapat ditentukan dengan 

menggunakan persamaan (2.47). Dengan demikian, fraksi volume 

minimum serat adalah 

(𝑉𝑠)min =

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
𝐸𝑚 − (𝜎𝑚

𝑇 )ult − (𝜎𝑠1
𝑇 )

ult

                                             

                 =
(7,89 × 10−3 ) (4 GPa) − (3 GPa)

(7,89 × 10−3 )(4 GPa) − (75 × 10−3 GPa ) − (4 GPa)
 

= 0,0143.                                                                                         

Jika fraksi volume serat di bawah 0,0143 , penambahan serat justru 

memperlemah lamina. 
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b) Fraksi volume kritits dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.48), yaitu 

(𝑉𝑠)krit =

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑚1

𝑇 )
ult
 

(𝜀
𝑠1
𝑇 )

ult
 𝐸𝑚 − (𝜎𝑠1

𝑇 )
ult

                                       

               =
(7,89 × 10−3 ) (4 GPa) − (75 × 10−3 GPa )

(7,89 × 10−3 )(4 GPa) − (3 GPa)
 

            = 0,0146.                                                                    

c) Ketika fraksi volume serat sama dengan fraksi volume kritis, kekuatan tarik 

lamina sama dengan kekuatan tarik matirks, yaitu (𝜎𝑚
𝑇 )ult = 75 MPa. 

d) Karena fraksi serat sama dengan fraksi volume minimum, kekuatan tarik 

lamina dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (2.44) atau (2.46). 

Dengan demikian, 

(𝜎
1𝑘
𝑇 )

ult
= (𝜎𝑚

𝑇 )ult 𝑉𝑠(1− 𝑉𝑠)                                              

                = (75 × 10−3 GPa ) (0,0143)(1− 0,0143)    

= 1,06 MPa.                                               

Terlihat bahwa kuat tarik lamina lebih kecil daripada kekuatan tarik matriks. 

Selain itu, perlu diingat bahwa kita membahas mikromekanika lamina ini 

untuk memahami bagaimana keterkaitan antara serat dan matriks pada 

suatu lamina. Penentuan kekuatan lamina sangat disarankan dilakukan 

dengan cara eksperimen seperti yang akan kita bahas pada Bab IX.  

Soal-soal 

1. Sebuah sampel lamina dengan ukuran 3 cm ×  3 cm ×  0,3 cm memiliki 

massa sebesar 3,10 gram. Sampel tersebut dimasukkan ke dalam suatu 

larutan kimia sehingga matriksnya larut dan tersisa serat yang massanya 

sebesar 1,92 gram. Jika diketahui bahwa massa jenis dari serat dan matriks 

adalah 𝜌𝑠 = 1,9 gram cm3⁄  dan 𝜌𝑚 = 1,2 gram cm3⁄ , tentukan fraksi 

volume serat, fraksi volume matriks, dan fraksi volume void pada sampel 

tersebut. Bu
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2. Sebuah lamina karbon/epoksi searah tersusun dari serat dan matriks dengan 

sifat 𝐸𝑠1 = 255 GPa dan 𝐸𝑚 = 4,5 GPa.  Dengan mengasumsikan lamina 

tersebut bebas dari void, tentukan modulus Young lamina tersebut pada 

arah longitudinal jika fraksi volume serat adalah 0,6 . Kemudian, jika 

lamina tersebut ditarik pada arah longitudinal, tentukan rasio beban yang 

diterima oleh serat dan matriks. 

3. Jelaskan, apakah memungkinkan untuk membuat lamina karbon/epoksi 

yang memiliki modulus Young pada arah longitudinal sama dengan 𝐸𝑘1 =
260 GPa  dan 𝐸𝑘2 = 8 GPa  jika modulus Young serat karbonnya adalah 

𝐸𝑠1 = 250 GPa. 

4. Sebuah lamina kaca/epoksi searah memiliki sifat dengan 𝐺𝑠 = 36 GPa dan  

𝐺𝑚 = 1,5 GPa. Jika fraksi volume serat adalah 0,55, tentukan modulus 

geser lamina tersebut. 

5. Sebuah lamina searah dan memiliki luas penampang sebesar 960 mm2 . 

Akibat gaya tarik dari luar pada arah longitudinal, serat dari lamina tersebut 

menerima tegangan sebesar 215 MPa dan matriksnya menerima tegangan 

sebesar 5,4 MPa. Jika besar gaya yang bekerja pada serat adalah 77 kN dan 

regangan pada arah longitudinal yang dialami oleh lamina adalah 

1,5 × 10−3 , tentukan besar gaya yang bekerja pada matriks, modulus 

young dari serat, matriks dan lamina pada arah longitudinal. 
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BAB III  

LAMINA PADA SISTEM 

KOORDINAT UTAMA 

Kita sudah membahas bahwa laminat terdiri dari beberapa lapis lamina. Untuk 

menganalisis respons laminat terhadap gaya dari luar, kita perlu terlebih dahulu 

mempelajari respons sebuah lamina ketika menerima gaya dari luar. Konsep 

mikromekanika lamina yang sudah kita bahas pada Bab I sebetulnya akan 

menjadi sangat rumit jika kita jadikan sebagai dasar untuk menganalisis suatu 

laminat karena kita perlu meninjau interaksi antara serat dan matriks. Cara lain 

yang lebih efektif adalah dengan cara mengasumsikan bahwa lamina berupa 

material homogen dan respons lamina terhadap gaya luar dianalisis dalam skala 

makro. Konsep ini kita sebut sebagai konsep makromekanika lamina. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Gambar 3.1 Peta Konsep Bab III 
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Pada bab ini, kita akan mulai pembahasan tentang konsep 

makromekanika lamina. Sebagaimana peta konsep pada Gambar 3.1, kita akan 

membahas terlebih dahulu konsep tentang sistem koordinat utama. Kemudian, 

kita akan membahas hubungan antara tegangan dan regangan pada arah setiap 

sumbu dari sistem koordinat utama tersebut, baik tegangan normal dan 

regangan normal maupun tegangan geser dan regangan geser. Setelah itu, kita 

juga akan membahas sebuah asumsi yang disebut sebagai asumsi tegangan 

bidang. Asumsi ini sangat penting dan memudahkan kita nantinya dalam 

menganalisis laminat. 

A. Sistem Koordinat Utama 

Untuk mengembangkan konsep tentang makromekanika lamina, terlebih 

dahulu kita perlu untuk mendefinisikan sebuah sistem koordinat seperti 

ditunjukkan pada Gambar 3.2. Arah yang searah dengan arah serat disebut 

sebagai arah 1, atau arah serat. Sementara itu, arah transversal seperti yang 

sudah kita bahas pada Bab II, juga disebut sebagai arah 2 atau arah matriks. 

Arah 3 juga disebut sebagai arah matriks, yaitu arah yang tegak lurus dengan 

bidang lamina. Pada bab ini, kita akan menganalisis respons lamina ketika 

menerima tegangan akibat gaya yang sejajar dengan arah 1, arah 2, dan arah 3 

dengan cara meninjau elemen kecil dari lamina seperti ditunjukkan pada 

Gambar 3.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.2 Sistem Koordinat Utama 

Sama halnya dengan sistem koordinat Cartesius yang lain, hubungan 

antara arah 1, 2, dan 3 dapat ditentukan dengan menggunakan aturan tangan 

kanan. Jika vektor yang mengarah ke arah 1 dikalikan silang dengan vektor 

yang mengarah ke arah 2, vektor hasil perkalian silang tersebut mengarah ke 

arah 3. Karena lamina memiliki serat searah, dapat dikatakan bahwa sifatnya 
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berbeda pada arah 1, 2, dan 3. Material dengan sifat yang seperti itu disebut 

sebagai material yang bersifat ortotropik. 

B. Regangan Akibat Tegangan pada Arah 1 

Ketika suatu lamina menerima gaya dari luar, karena sifat elastis yang 

dimilikinya, lamina tersebut mengalami regangan. Untuk melihat respons 

lamina tersebut, kita akan meninjau elemen lamina seperti ditunjukkan pada 

Gambar 3.3. Pertama, kita akan menentukan terlebih dahulu regangan yang 

dialami oleh elemen lamina jika menerima tegangan akibat gaya luar yang 

bekerja pada arah yang sejajar dengan arah 1. Tegangan itu kita sebut sebagai 

tegangan pada arah 1. Akan tetapi, ingat, sebetulnya tegangan bukanlah besaran 

vektor. 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
Gambar 3.3 Tegangan pada arah 1 menyebabkan 

regangan pada arah 1, 2, dan 3. 

Ketika tegangan pada arah 1 bekerja, ini menyebabkan terjadinya 

regangan pada arah 1. Selain itu, karena efek Poisson, regangan juga terjadi 

pada arah 2 dan 3. Sekarang, mari kita tentukan regangan yang terjadi pada 

ketiga arah tersebut. Karena 𝜀 = 𝜎 𝐸⁄ , regangan pada arah 1 adalah 𝜀1, yaitu 

𝜀1 =
𝜎1

𝐸1

.                                                         (3.1) 

Besaran 𝜎1 dan 𝐸1 secara berturut-turut merupakan tegangan pada arah 1 dan 

modulus Young pada arah 1. 

Untuk menentukan regangan pada arah 2, yaitu 𝜀2, perhatikan bahwa 

rasio Poisson 𝜈12 dapat ditulis sebagai 

𝜈12 = −
𝜀2

𝜀1

;                                                         (3.2) 
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dengan subskrip 12 menunjukkan efek Poisson pada arah 2 akibat tegangan 

pada arah 1. Berdasarkan persamaan (3.2), 𝜀2 dapat ditulis sebagai 

𝜀2 = −𝜀1𝜈12.                                                   (3.3) 

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (3.1) ke persamaan (3.3), 

regangan 𝜀2 dapat ditulis sebagai 

𝜀2 = −𝜈12

𝜎1

𝐸1

.                                                 (3.4) 

Persamaan (3.4) menunjukkan regangan pada arah 2 yang disebabkan oleh 

tegangan pada arah 1. Selanjutnya, dengan cara yang sama, regangan pada arah 

3, yaitu 𝜀3, dapat ditentukan berdasarkan rumusan rasio Poisson 𝜈13, dengan 

subskrip 13 menunjukkan efek Poisson pada arah 3 akibat tegangan pada arah 

1. Rasio Poisson 𝜈13 adalah 

𝜈13 = −
𝜀3

𝜀1

                                                                  

sehingga 𝜀3 dapat ditulis sebagai 

𝜀3 = −𝜀1𝜈13.                                                  (3.5) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (3.1) ke persamaan (3.5), regangan 𝜀3 

menjadi 

𝜀3 = −𝜈13

𝜎1

𝐸1

.                                                     (3.6) 

Persamaan (3.6) menunjukkan regangan pada arah 3 yang disebabkan oleh 

tegangan pada arah 1. Dengan demikian, dapat dilihat bahwa tegangan pada 

arah 1 menyebabkan terjadinya regangan pada arah 1, 2, dan 3, yang dalam hal 

ini, regangan yang dihasilkan pada ketiga arah tersebut secara berturut-turut 

diberikan oleh persamaan (3.1), (3.4), dan (3.6). 

Contoh 3.1 

Misalkan sebuah lamina memiliki karakteristik seperti yang ditunjukkan pada 

tabel berikut. Jika satu-satunya tegangan yang bekerja pada elemen lamina 

tersebut adalah tegangan pada arah 1 sebesar 𝜎1 = 900 MPa, tentukan regangan 

yang dialami oleh elemen lamina tersebut pada arah 1, 2, dan 3. 
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Parameter Nilai 

𝐸1 150 GPa 

𝐸2 14 Gpa 

𝐸3 14 Gpa 

𝜈12 0,25 

𝜈21 0,02 

𝜈13 0,25 

𝜈31 0,02 

𝜈23 0,45 

𝜈32 0,45 

𝐺12 6 Gpa 

𝐺13 6 Gpa 

𝐺23 5 Gpa 

 

Jawab 

a) Regangan pada arah 1 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.1), yaitu 

𝜀1 =
𝜎1

𝐸1

=
0,9 GPa

150 GPa
 

= 0,006.            

b) Karena regangan pada arah 1 telah diketahui, regangan pada arah 2 dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.3), yaitu 

𝜀2 = −𝜀1𝜈12 = −(0,006)(0,25) 

= −0,0015.                            

c) Regangan pada arah 3 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.5), yaitu 

𝜀3 = −𝜀1𝜈13 = −(0,006)(0,25) 

= 0,0015.                               

Terlihat bahwa regangan pada arah 1 lebih dominan daripada regangan 

pada arah 2 dan 3. Selain itu, meskipun tegangan yang bekerja merupakan 
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tegangan pada arah 1, adanya efek Poisson menyebabkan regangan pada 

arah 2 dan 3 juga terjadi.  

C. Regangan Akibat Tegangan pada Arah 2 

Sekarang, mari kita tinjau regangan yang disebabkan oleh tegangan pada arah 

2, yaitu 𝜎2. Seperti ditunjukkan pada Gambar 3.4, ketika tegangan pada arah 2 

bekerja, ini menyebabkan terjadinya regangan pada arah 2. Jika 𝐸2  adalah 

modulus Young pada arah 2, regangan pada arah 2 adalah 𝜀2, yaitu 

𝜀2 =
𝜎2

𝐸2

.                                                             (3.7) 

Kemudian, kita mengetahui bahwa efek Poisson juga menyebabkan terjadinya 

regangan pada arah 1 dan 3. Untuk menentukan regangan pada arah 1, 

perhatikan bahwa rasio Poisson 𝜈21 adalah 

𝜈21 = −
𝜀1
𝜀2
.                                                           (3.8) 

 

Gambar 3.4 Tegangan pada arah 1 menyebabkan 

regangan pada arah 2, 1, dan 3. 

Berbeda dengan rasio Poisson 𝜈12 , rasio Poisson 𝜈21  menunjukkan efek 

Poisson pada arah 1 akibat tegangan pada arah 2. Dengan menuliskan 

persamaan (3.8) sebagai 

𝜀1 = −𝜀2𝜈21                                                     (3.9) 

dan dengan menyubstitusikan persamaan (3.7) ke persamaan (3.9), regangan 

pada arah 1 akibat tegangan pada arah 2 ditulis sebagai 
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𝜀1 = −𝜈21

𝜎2

𝐸2

.                                                  (3.10) 

Kemudian, regangan pada arah 3 dapat ditentukan berdasarkan rasio 

Poisson 𝜈23, yaitu 

𝜈23 = −
𝜀3

𝜀2

.                                                  (3.11) 

Rasio Poisson 𝜈23 menunjukkan efek Poisson pada arah 3 akibat tegangan pada 

arah 2. Berdasarkan persamaan (3.11) dan persamaan (3.7), regangan pada arah 

3 akibat tegangan pada arah 2 dapat ditulis sebagai 

𝜀3 = −𝜈23𝜀2𝜀3 

maka 

𝜀3 = −𝜈23

𝜎2

𝐸2

.                                               (3.12) 

Dengan demikian, dapat dilihat bahwa tegangan pada arah 2 menyebabkan 

terjadinya regangan pada arah 1, 2, dan 3, yang secara berturut-turut diberikan 

oleh persamaan (3.10),  (3.7), dan (3.12). 

Contoh 3.2 

Misalkan satu-satunya tegangan yang bekerja pada elemen lamina pada Contoh 

3.1 adalah tegangan pada arah 2 sebesar 𝜎2 = 100 MPa. Tentukan regangan 

yang dialami lamina tersebut pada arah 1, 2, dan 3. 

 

Jawab 

a) Regangan pada arah 1 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.10), yaitu 

𝜀1 = −𝜈21

𝜎2

𝐸2

= −(0,02)
(0,1 GPa)

(14 GPa)
 

= −0,0001.                                   

b) Regangan pada arah 2 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.7), yaitu 
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𝜀2 =
𝜎2

𝐸2

=
(0,1 GPa)

(14 GPa)
 

= 0,007.              

c) Regangan pada arah 3 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.12), yaitu 

𝜀3 = −𝜈23

𝜎2

𝐸2

= −(0,45)
(0,1 GPa)

(14 GPa)
 

= −0,003.                                    

Terlihat bahwa besar regangan pada arah 1 lebih kecil daripada besar 

regangan pada arah 3. Hal ini disebabkan oleh rasio Poisson 𝜈21 lebih kecil 

daripada 𝜈23. Rasio Poisson 𝜈21 lebih kecil karena arah serat adalah ke arah 

1.  

D. Regangan Akibat Tegangan pada Arah 3 

Selain tegangan pada arah 1 dan 2, tegangan pada arah 3 juga dapat 

mengakibatkan terjadinya regangan pada arah 1, 2, dan 3 sebagaimana 

ditunjukkan pada Gambar 3.5. Ketika tegangan pada arah 3 bekerja, ini 

menyebabkan terjadinya regangan pada arah 3. Jika 𝐸3 adalah modulus Young 

pada arah 3, regangan pada arah 3 adalah 𝜀3, yaitu 

𝜀3 =
𝜎3

𝐸3

.                                                             (3.13) 

Kemudian, kita dapat menuliskan rasio Poisson 𝜈31 sebagai 

𝜈31 = −
𝜀1

𝜀3

.                                                           (3.14) 

Subskrip 31 pada persamaan (3.14) menunjukkan efek Poisson pada arah 1 

akibat tegangan pada arah 3. Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.14) 

dan persamaan (3.13), regangan pada arah 1 akibat tegangan 𝜎3  dapat 

dirumuskan sebagai 

𝜀1 = −𝜈31𝜀3 

maka 

𝜀1 = −𝜈31

𝜎3

𝐸3

.                                             (3.15) 
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Gambar 3.5 Tegangan pada arah 3 

menyebabkan regangan pada arah 

3, 1, dan 2. 

Selain itu, karena rasio Poisson 𝜈32 adalah 

𝜈32 = −
𝜀2

𝜀3

; 

dengan subskrip 32 menunjukkan efek Poisson pada arah 2 akibat tegangan 

pada arah 3, regangan pada arah 2 akibat tegangan 𝜎3 dapat dirumuskan sebagai 

𝜀2 = −𝜈32𝜀3 

maka 

𝜀2 = −𝜈32

𝜎3

𝐸3

.                                             (3.16) 

Dengan demikian, dapat dilihat bahwa tegangan pada arah 3 menyebabkan 

terjadinya regangan pada arah 1, 2, dan 3 yang secara berturut-turut diberikan 

oleh persamaan (3.15), (3.13), dan (3.16). 

Contoh 3.3 

Misalkan satu-satunya tegangan yang bekerja pada lamina pada Contoh 3.1 

adalah tegangan pada arah 3 sebesar 𝜎3 = 150 MPa. Tentukan regangan yang 

dialami lamina tersebut pada arah 1, 2, dan 3. 
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1 
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Jawab 

a) Regangan pada arah 1 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.15), yaitu 

𝜀1 = −𝜈31

𝜎3

𝐸3

= −(0,02)
(0,15 GPa)

(14 GPa)
 

= −0,0002.                                    

b) Regangan pada arah 2 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.16), yaitu 

𝜀2 = −𝜈32

𝜎3

𝐸3

= −(0,45)
(0,15 GPa)

(14 GPa)
 

= −0,005.                                       

c) Regangan pada arah 3 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(3.13), yaitu 

𝜀3 =
𝜎3

𝐸3

=
(0,15 GPa)

(14 GPa)
           

= 0,01.                            

Berdasarkan Contoh 3.1, 3.2, dan 3.3, dapat kita lihat bahwa jika kita 

mengetahui modulus Young dan rasio Poisson lamina, kita bisa 

menentukan respons lamina tersebut ketika menerima tegangan normal. 

E. Tegangan Geser pada Lamina 

Kita sudah membahas bahwa selain menerima tegangan normal, sebuah lamina 

juga bisa menerima tegangan geser. Untuk menganalisis akibat tegangan geser 

tersebut, mari kita bahas terlebih dahulu penamaan tegangan geser yang bekerja 

pada elemen lamina. Berdasarkan Gambar 3.6, permukaan yang tegak lurus 

dengan arah 1, 2, dan 3 secara berturut-turut disebut sebagai permukaan 1, 2, 

dan 3. Pada setiap permukaan tersebut, terdapat tegangan geser. Tegangan geser 

𝜏12 didefinisikan sebagai tegangan geser yang bekerja pada permukaan 1 dan 

disebabkan oleh gaya yang bekerja pada arah 2. Cara penamaan yang sama juga 

berlaku untuk tegangan geser yang lain. 
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Gambar 3.6 Tegangan Geser yang 

Bekerja pada Elemen Lamina 

Sekarang, mari kita tinjau regangan geser yang disebabkan oleh tegangan 

geser 𝜏12  seperti ditunjukkan pada Gambar 3.7. Pada gambar tersebut dapat 

dilihat bahwa tegangan geser 𝜏12  menyebabkan regangan geser 𝛾12 . Karena 

𝜏 = 𝐺𝛾, dapat dituliskan bahwa 

𝜏12 = 𝐺12𝛾12.                                                       (3.17) 

 

 

 

 

 

Gambar 3.7 Tegangan geser 𝜏12 menyebabkan 

deformasi berupa regangan geser 𝛾12. 

Kemudian, berdasarkan Gambar 3.8, dapat dilihat bahwa tegangan geser 𝜏13 

menyebabkan regangan geser 𝛾13. Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa 

𝜏13 = 𝐺13𝛾13.                                                       (3.18) 
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Gambar 3.8 Tegangan geser 𝜏13 menyebabkan 

deformasi berupa regangan geser 𝛾13. 

Seperti yang sudah kita bahas pada Bab I, karena tegangan geser pada 

bidang komplemen bernilai sama dan berdasarkan kesepakatan mengenai tanda 

tegangan geser, dapat dituliskan bahwa 

𝜏12 = 𝜏21;              𝜏13 = 𝜏31;              𝜏23 = 𝜏32.                       (3.19) 

 

 

 

 
Gambar 3.9 Tegangan geser 𝜏23 menyebabkan 

deformasi berupa regangan geser 𝛾23. 

Ini berarti bahwa regangan geser 𝛾12 dan 𝛾13 juga merupakan regangan geser 

yang secara berturut-turut disebabkan oleh tegangan geser 𝜏21  dan 𝜏31. 
Kemudian, karena 𝜏32 = 𝜏23, berdasarkan Gambar 3.9, dapat dituliskan bahwa 

𝜏23 = 𝐺23𝛾23.                                                       (3.20) 
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Contoh 3.4  

Misalkan elemen lamina pada Contoh 3.1 mengalami deformasi berupa 

terjadinya regangan geser 𝛾23  sebesar 0,003. Tentukan tegangan geser yang 

bekerja pada elemen lamina tersebut. 

 

Jawab 

Karena regangan geser yang terjadi merupakan regangan geser 𝛾23, ini berarti 

bahwa regangan geser tersebut disebabkan oleh tegangan geser 𝜏23. Deformasi 

yang dihasilkan oleh tegangan geser 𝜏23  adalah seperti ditunjukkan pada 

Gambar 3.9. Berdasarkan persamaan (3.20), tegangan geser 𝜏23 yang bekerja 

adalah 

𝜏23 = 𝐺23𝛾23 = (5 GPa)(0,003) 

= 150 MPa.                        

Berbeda dengan tegangan normal, tegangan geser 𝜏23  hanya menyebabkan 

regangan geser 𝜏23. 

F. Hubungan Umum antara Tegangan dan Regangan pada 

Sistem Koordinat Utama 

Kita sudah membahas bahwa tegangan pada arah 1 dapat menyebabkan 

regangan pada arah 1, 2, dan 3; begitu juga dengan tegangan pada arah 2 dan 3. 

Kalau tegangan pada arah 1, 2, dan 3 bekerja secara bersamaan, regangan pada 

arah 1 sama dengan penjumlahan dari regangan pada arah 1 yang disebabkan 

oleh tegangan 𝜎1,  𝜎2,  dan 𝜎3  yang secara berturut-turut diberikan oleh 

persamaan (3.1), (3.10), dan (3.15), yaitu 

𝜀1 =
𝜎1

𝐸1

− 𝜈21

𝜎2

𝐸2

− 𝜈31

𝜎3

𝐸3

.                                         (3.21) 

Kemudian, regangan pada arah 2 sama dengan penjumlahan dari regangan pada 

arah 2 yang disebabkan oleh tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜎3 yang secara berturut-turut 

diberikan oleh persamaan (3.4), (3.7), dan (3.16), yaitu 

𝜀2 = −𝜈12

𝜎1

𝐸1

+
𝜎2

𝐸2

− 𝜈32

𝜎3

𝐸3

.                                     (3.22) 

Selain itu, regangan pada arah 3 sama dengan penjumlahan dari regangan pada 

arah 3 akibat tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜎3 yang secara berturut-turut diberikan oleh 

persamaan (3.6), (3.12), dan (3.13), yaitu 
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𝜀3 = −𝜈13

𝜎1

𝐸1

− 𝜈23

𝜎2

𝐸2

+
𝜎3

𝐸3

.                                      (3.23) 

Dengan demikian, perhatikan bahwa berdasarkan persamaan (3.21), (3.22), 

(3.23), (3.17), (3.18), dan (3.20), hubungan antara tegangan dan regangan, dapat 

ditulis dalam bentuk yang lebih padu, yaitu 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

1

𝐸1

−𝜈21

𝐸2

−𝜈31

𝐸3

0 0 0

−𝜈12

𝐸1

1

𝐸2

−𝜈32

𝐸3

0 0 0

−𝜈13

𝐸1

−𝜈23

𝐸2

1

𝐸3

0 0 0

0 0 0
1

𝐺23

0 0

0 0 0 0
1

𝐺13

0

0 0 0 0 0
1

𝐺12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.            (3.24) 

Matriks 6 × 6  pada persamaan (3.24) disebut sebagai matriks komplian. 

Berdasarkan persamaan tersebut, jika kita mengetahui tegangan normal, 

tegangan geser dan sifat-sifat lamina yang diberikan oleh parameter-parameter 

yang terdapat pada matriks komplian, regangan normal dan regangan geser 

yang dihasilkan dapat ditentukan. Kemudian, persamaan (3.24) juga bisa ditulis 

sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆21 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆31 𝑆32 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,                 (3.25) 
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𝑆11 =
1

𝐸1

;                       𝑆12 =
−𝜈21

𝐸2

;                 𝑆13 =
−𝜈31

𝐸3

;                              

𝑆21 =
−𝜈12

𝐸1

;                 𝑆22 =
1

𝐸2

;                      𝑆23 =
−𝜈32

𝐸3

;                 (3.26) 

𝑆31 =
−𝜈13

𝐸1

;                 𝑆32 =
−𝜈23

𝐸2

;                  𝑆33 =
1

𝐸3

;                                  

𝑆44 =
1

𝐺23

;                    𝑆55 =
1

𝐺13

;                     𝑆66 =
1

𝐺12

 .                                

Selain itu, dengan mendefinisikan 𝜀123 sebagai 

𝜀123 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                             (3.27) 

dan 𝜎123 sebagai 

𝜎123 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,                                                             (3.28) 

persamaan (3.27) atau (3.28) juga bisa ditulis sebagai 

𝜀123 = 𝑆𝜎123;                                                      (3.29) 

dengan 𝑆  merupakan matriks komplian. Subskrip 123 pada 𝜀123  dan 𝜎123 

secara berturut-turut menunjukkan regangan dan tegangan pada sistem 

koordinat utama. Bu
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Berdasarkan konsep aljabar linier kita mengetahui bahwa 𝑆−1𝑆 = 𝐼 , 

dengan 𝐼 merupakan matriks identitas sehingga 𝐼𝜎123 = 𝜎123. Oleh karena itu, 

jika kedua ruas persamaan (3.29) dikalikan dengan invers matriks 𝑆,  

𝑆−1𝜀123 = 𝑆−1𝑆𝜎123 = 𝜎123      

atau 

𝜎123 = 𝐶𝜀123;                                                      (3.30) 

dengan 𝐶 = 𝑆−1. Jika 

𝐶 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶21 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶33 𝐶32 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

persamaan (3.30) juga dapat ditulis  

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶21 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶33 𝐶32 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.             (3.31) 

Matriks 𝐶 disebut sebagai matriks kekakuan, atau biasanya juga disebut sebagai 

matriks modulus atau matriks elastisitas. 

Contoh 3.5  

Misalkan elemen lamina pada Contoh 3.1 menerima tegangan 𝜎1 = 1.000 MPa, 

𝜎2 = 160 MPa , 𝜎3 = 15 MPa , 𝜏23 = 0 , 𝜏13 = 0 dan 𝜏12 = 100 MPa  secara 

bersamaan. Tentukan matriks komplian dari elemen lamina, regangan 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 

𝛾23, 𝛾13, dan 𝛾12 yang dialami oleh elemen lamina tersebut. 
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Jawab 
a) Komponen-komponen matriks komplian dari lamina dapat ditentukan 

dengan menggunakan persamaan (3.26), yaitu 

𝑆11 =
1

𝐸1

=
1

150 GPa
= 6,67 × 10−12 Pa−1, 

      𝑆12 =
−𝜈21

𝐸2

=
−0,02

14 GPa
= −1,42 × 10−12 Pa−1,  

        𝑆21 =
−𝜈12

𝐸1

=
−0,25

150 GPa
= −1,67 × 10−12 Pa−1, 

𝑆22 =
1

𝐸2

=
1

14 GPa
= 71,43 × 10−12 Pa−1,  

    𝑆13 =
−𝜈31

𝐸3

=
−0,02

14 GPa
= −1,42 × 10−12 Pa−1, 

       𝑆31 =
−𝜈13

𝐸1

=
−0,25

150 GPa
= −1,67 × 10−12 Pa−1, 

    𝑆23 =
−𝜈32

𝐸3

=
−0,45

14 GPa
= 32,14 × 10−12 Pa−1, 

     𝑆32 =
−𝜈23

𝐸2

=
−0,45

14 GPa
= 32,14 × 10−12 Pa−1, 

 𝑆33 =
1

𝐸3

=
1

14 GPa
= 71,43 × 10−12 Pa−1,    

𝑆44 =
1

𝐺23

=
1

5 GPa
= 200 × 10−12 Pa−1,        

𝑆55 =
1

𝐺13

=
1

6 GPa
= 166,67 × 10−12 Pa−1, 

𝑆66 =
1

𝐺12

= 166,67 × 10−12 Pa−1.                  Bu
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Dengan demikian, matriks komplian lamina pada Contoh 3.1 adalah 

𝑆 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

6,67 −1,42 −1,42 0 0 0

−1,67 71,43 32,14 0 0 0

−1,67 32,14 71,43 0 0 0

0 0 0 200 0 0

0 0 0 0 166,67 0

0 0 0 0 0 166,67

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

× 10−12 Pa−1. 

Ingat, 1 GPa =  109 Pa dan perhatikan bahwa matriks komplian dari suatu 

lamina hanya bergantung pada parameter-parameter yang diberikan pada 

Contoh 3.1. Matriks tersebut tidak bergantung pada tegangan yang bekerja 

pada lamina. 

b) Kita sudah menentukan matriks komplian dari lamina. Selanjutnya, 

regangan 𝜀1 , 𝜀2 , 𝜀3 , 𝛾23 , 𝛾13,  dan 𝛾12  yang dialami oleh lamina dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.25) atau (3.29). Karena  

             

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

10

1,6

0,15

0

0

1

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

× 108 Pa,         

dan karena kita juga sudah menentukan matriks 𝑆, berdasarkan persamaan 

(3.25) atau (3.29), regangan yang dialami oleh elemen lamina adalah 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑆

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

10

1,6

0,15

0

0

1

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

× 108 Pa =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

0,0064

0,010

0,0045

0

0

0,017

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.                                        
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G. Teorema Resiprokal Maxwell-Betti 

Berdasarkan persamaaan (3.24) dan (3.31), dapat dilihat bahwa untuk 

mengetahui hubungan antara tegangan dan regangan pada lamina, kita perlu 

mengetahui 12 parameter yang menunjukkan sifat lamina, yaitu tiga modulus 

Young (𝐸1, 𝐸2, dan 𝐸3), enam rasio Poisson (𝜈12, 𝜈21, 𝜈31, 𝜈13, 𝜈23, dan 𝜈32), 

dan tiga modulus Geser ( 𝐺12  , 𝐺13, dan 𝐺23). Perlu diketahui bahwa kedua 

belas parameter tersebut ada yang saling berkaitan. Keterkaitan di antara 

parameter-parameter tersebut dapat ditentukan berdasarkan teorema resiprokal 

Maxwell-Betti. Berdasarkan teorema tersebut, nantinya kita akan melihat 

bahwa kita hanya membutuhkan sembilan parameter saja. 

 
Keterangan: (a) Pertambahan Panjang pada Arah 1 Akibat Gaya 𝑭1 dan (b) Pertambahan 

Panjang pada Arah 2 serta Pengurangan Panjang pada Arah 1 Akibat Gaya 𝑭2  

Gambar 3.10 Perubahan Panjang Lamina Akibat Gaya pada Arah 1 Kemudian 

Arah 2 

Misalkan gaya 𝑭1 bekerja pada elemen lamina seperti ditunjukkan pada 

Gambar 3.10a. Akibatnya, elemen lamina tersebut mengalami perubahan 

panjang secara perlahan pada arah 1 sebesar δ∆1. Selama perubahan panjang 

tersebut, besar gaya 𝑭1  juga bertambah besar secara perlahan. Seperti yang 

sudah kita bahas pada Bab I, selama pertambahan panjang tersebut, usaha yang 

dilakukan oleh gaya 𝑭1 adalah 𝑊1, yaitu 

𝑊1 =
1

2
𝐹1δ∆1.                                                   (3.32) 

Ketika gaya 𝑭1  masih bekerja, misalkan kita menambahkan gaya 𝑭2  seperti 

ditunjukkan pada Gambar 3.10b. Akibatnya, elemen tersebut mengalami 

2 

1 𝑭1 𝑭1 

𝑭1 𝑭1 

𝑭2 

𝑭2 

(a) (b) 
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perubahan panjang sebesar δ∆2  pada arah 2. Dengan demikian, usaha yang 

dilakukan oleh gaya 𝑭2 adalah 𝑊2, yaitu 

𝑊2 =
1

2
𝐹2δ∆2.                                               (3.33) 

Kemudian, perhatikan bahwa akibat efek Poisson, ketika elemen lamina 

menerima gaya 𝑭2, elemen lamina juga mengalami perubahan panjang pada 

arah 1 sebesar δ∆1 2⁄ . Pada keadaan tersebut gaya 𝑭1  juga sedang bekerja, 

meskipun gaya 𝑭1  bernilai konstan, tetapi gaya 𝑭1  tetap melakukan usaha 

akibat perubahan panjang δ∆1 2⁄  yang disebabkan oleh gaya 𝑭2 . Dengan 

demikian, usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭1karena adanya perubahan panjang 

δ∆1 2⁄  yang disebabkan oleh gaya 𝑭2 adalah 𝑊1 2⁄ , yaitu 

𝑊1 2⁄ = 𝐹1δ∆1 2⁄ .                                              (3.34) 

Dengan demikian, usaha total ketika gaya 𝑭1 bekerja dan setelah itu diikuti oleh 

gaya 𝑭2 adalah 𝑊𝑡𝑜𝑡, yaitu 

𝑊𝑡𝑜𝑡 = 𝑊1 +𝑊2 +𝑊1 2⁄ .                                         (3.35) 

Sekarang, mari kita tentukan usaha total jika gaya yang pertama bekerja 

adalah gaya 𝑭2. Ketika gaya 𝑭2 bekerja, misalkan elemen lamina mengalami 

perubahan panjang pada arah 2 sebesar δ∆2. Sama seperti kasus sebelumnya, 

selama proses perubahan panjang tersebut, usaha oleh gaya 𝑭2 juga bernilai 𝑊2. 

Kemudian, ketika gaya 𝑭2 masih bekerja, misalkan kita menambahkan gaya 𝑭1 

sehingga lamina mengalami pertambahan panjang pada arah 1 sebesar δ∆1 . 

Dengan demikian, usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭1 juga sama dengan 𝑊1. 

Ilustrasi untuk kasus ini sebagaimana ditunjukkan Gambar 3.11. Selanjutnya, 

kita juga mengetahui bahwa karena efek Poisson, tarikan gaya 𝑭1  juga 

menyebabkan perubahan panjang pada arah 2 sebesar ∆2/1. Dengan demikian, 

usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭2 akibat perubahan panjang yang disebabkan 

oleh gaya 𝑭1 adalah 𝑊2 1⁄ , yaitu 

𝑊2 1⁄ = 𝐹2𝛿∆2 1⁄ .                                                  (3.36) 

Dengan demikian, usaha total ketika gaya 𝑭2 bekerja dan setelah itu diikuti oleh 

gaya 𝑭1 juga sama dengan 𝑊𝑡𝑜𝑡, yaitu 

𝑊𝑡𝑜𝑡 = 𝑊2 +𝑊1 +𝑊2 1⁄ .                                         (3.37) 

Dengan menyamakan persamaan (3.31) dan (3.35),  
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𝑊1 +𝑊2 +𝑊1 2⁄ = 𝑊2 +𝑊1 +𝑊2 1⁄ ;          

𝑊1 2⁄ = 𝑊2 1⁄ .                                                   (3.38) 

Persamaan (3.38) merupakan teorema Maxwell-Betti. Teorema ini menyatakan 

bahwa usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭1  karena perubahan panjang yang 

diakibatkan oleh gaya 𝑭2  sama dengan usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭2 

karena perubahan panjang yang diakibatkan oleh gaya 𝑭1. Secara umum, dapat 

dituliskan bahwa 

𝑊i j⁄ = 𝑊j i⁄ .                                                    (3.39) 

 

Keterangan: (a) Pertambahan Panjang pada Arah 2 Akibat Gaya  𝑭2 dan (b) Pertambahan 

Panjang pada Arah 1 dan Pengurangan Panjang pada Arah 2 Akibat Gaya 𝑭1 

Gambar 3.11 Perubahan Panjang Lamina Akibat Gaya pada Arah 2 Kemudian 

Arah 1 

H. Implikasi Teorema Resiprokal Maxwell-Betti 

Untuk mengetahui implikasi dari teorema resiprokal Maxwell-Betti, misalkan 

elemen lamina yang kita analisis memiliki panjang sisi-sisi sebesar ∆1, ∆2, dan 

∆3 seperti ditunjukkan pada Gambar 3.12. Kita sudah membahas bahwa ketika 

elemen lamina pada awalnya menerima gaya 𝑭1 dan setelah itu menerima gaya 

𝑭2 , usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭1  akibat perubahan panjang yang 

disebabkan oleh gaya 𝑭2  diberikan oleh persamaan (3.34), yaitu 𝑊1 2⁄ =

𝐹1𝛿∆1 2⁄ . Dengan mengabaikan deformasi yang disebabkan oleh gaya 𝑭1 , 

perubahan panjang pada arah 2 adalah 𝛿∆1 2⁄ , yaitu 

𝛿∆1 2⁄ = 𝜀1∆1.                                                   (3.40) 

1 

𝑭2 

𝑭2 

2 

1 
𝑭1 𝑭1 

𝑭2 

𝑭2 

(a) (b) 

2 
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Gambar 3.12 Elemen Lamina dengan Panjang 

Sisi-sisinya Sebesar ∆1, ∆2, dan ∆3 

Kemudian, karena 𝜀1 = −𝜈21𝜀2  dan 𝜀2 = 𝜎2 𝐸2⁄ , persamaan (3.40) dapat 

ditulis sebagai 

𝛿∆1 2⁄ = −𝜈21𝜀2∆1= −𝜈21

𝜎2

𝐸2

∆1.                                    (3.41) 

Kemudian, perhatikan bahwa 𝐹1 = 𝜎1∆1∆3 sehingga dengan menyubstitusikan 

persamaan (3.41) ke persamaan (3.34), usaha 𝑊1 2⁄  dapat ditulis sebagai 

𝑊1 2⁄ = 𝜎1∆2∆3 (−𝜈21

𝜎2

𝐸2

∆1) = −
𝜈21

𝐸2

𝜎1𝜎2∆1∆2∆3.              (3.42) 

Sekarang, misalkan pada awalnya gaya 𝑭2  bekerja pertama kali dan 

deformasi yang diakibatkannya diabaikan. Kemudian, ketika gaya 𝑭1 diberikan, 

elemen lamina mengalami kontraksi pada arah 2 akibat efek Poisson 𝜈12. Kita 

sudah membahas bahwa usaha yang dilakukan oleh gaya 𝑭2 akibat perubahan 

panjang yang disebabkan oleh gaya 𝑭1 diberikan oleh persamaan (3.36), yaitu 

𝑊2 1⁄ = 𝐹2𝛿∆2 1⁄ . Kemudian, perhatikan bahwa perubahan panjang pada arah 2 

adalah 

𝛿∆2= 𝜀2∆2.                                                  (3.43) 

Karena 𝜀2 = −𝜈12𝜀1 dan 𝜀1 = 𝜎1 𝐸1⁄ , persamaan (3.43) dapat ditulis sebagai 

𝛿∆2= −𝜈12𝜀1∆2 = −𝜈12

𝜎1

𝐸1

∆1.                                 (3.44) 

Kemudian, perhatikan bahwa 𝐹2 = 𝜎2∆1∆3 sehingga dengan menyubstitusikan 

persamaan (3.44) ke persamaan (3.36), usaha 𝑊2 1⁄  dapat ditulis sebagai 

𝑊2 1⁄ = 𝜎1∆1∆3 (−𝜈12

𝜎1

𝐸1

∆1) = −
𝜈12

𝐸2

𝜎1𝜎2∆1∆2∆3.            (3.45) 

3 

2 

1 

∆1 

∆3 

∆2 
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Berdasarkan teorema Maxwell-Betti, dapat dituliskan bahwa 

𝑊2 1⁄ = 𝑊1 2⁄ ;  

 −
𝜈12

𝐸1

𝜎1𝜎2∆1∆2∆3= −
𝜈21

𝐸2

𝜎1𝜎2∆1∆2∆3.  

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa  

𝜈12

𝐸1

=
𝜈21

𝐸2

.                                                 (3.46) 

Dengan cara yang sama, kita bisa menuliskan bahwa 

𝜈13

𝐸1

=
𝜈31

𝐸3

                                                        (3.47) 

dan 
𝜈23

𝐸2

=
𝜈32

𝐸3

.                                                       (3.48) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.46), (3.47), dan (3.48), pada 

persaman (3.26) dapat dituliskan bahwa 

𝑆12 = 𝑆21;               𝑆13 = 𝑆31;              𝑆32 = 𝑆23.                     (3.49) 

Dengan demikian, persamaan (3.25) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆12 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,                 (3.50) 

dengan 

𝑆11 =
1

𝐸1

;                      𝑆12 =
−𝜈12

𝐸1

;                    𝑆13 =
−𝜈13

𝐸3

;                                 
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 𝑆22 =
1

𝐸2

;                     𝑆23 =
−𝜈23

𝐸2

;                    𝑆33 =
1

𝐸1

;                         (3.51) 

𝑆44 =
1

𝐺23

;                   𝑆55 =
1

𝐺13

;                       𝑆66 =
1

𝐺12

.                                     

Berdasarkan persamaan (3.50) dan (3.51), dapat dilihat bahwa untuk 

menentukan matriks komplian, kita tidak lagi membutuhkan 12 parameter, 

tetapi sembilan parameter, yaitu tiga modulus Young ( 𝐸1, 𝐸2, dan 𝐸3), tiga 

rasio Poisson ( 𝜈12, 𝜈21, dan 𝜈23), dan tiga modulus Geser (𝐺12, 𝐺13, dan 𝐺23). 

Kemudian, dengan mengalikan kedua ruas persamaan (3.46) dengan 

invers matriks komplian, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.              (3.52) 

Dalam bentuk komponen matriks komplian, komponen matriks kekakuan pada 

persamaan (3.52) adalah  

𝐶11 =
𝑆22𝑆33 − 𝑆23𝑆23

𝑆
;              𝐶12 =

𝑆13𝑆23 − 𝑆12𝑆33

𝑆
;             

𝐶22 =
𝑆33𝑆11 − 𝑆13𝑆13

𝑆
;              𝐶13 =

𝑆12𝑆23 − 𝑆13𝑆22

𝑆
;             (3.53) 

𝐶33 =
𝑆11𝑆22 − 𝑆12𝑆12

𝑆
;             𝐶23 =

𝑆12𝑆13 − 𝑆23𝑆11

𝑆
;            

𝐶44 =
1

𝑆44

;                                     𝐶55 =
1

𝑆55

 ;                                                  

𝐶66 =
1

𝑆66

;                                                                                                            
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dan 

𝑆 = 𝑆11𝑆22𝑆33 − 𝑆11𝑆23𝑆23 − 𝑆22𝑆13𝑆13 − 𝑆33𝑆12𝑆12 + 2𝑆12𝑆23𝑆13.  (3.54) 

Cara penentuan invers matriks komplian atau penentuan matriks 6 × 6 pada 

persamaan (3.52) adalah di luar cakupan buku ini.  

Contoh 3.6 

Berdasarkan Contoh 3.1 dan 3.5, tentukan matriks kekakuan dari lamina pada 

contoh tersebut. Kemudian, jika lamina tersebut mengalami regangan berupa 

𝜀1 = 0,0014  dan 𝜏12 = 0,0011 , tentukan tegangan-tegangan yang bekerja 

pada lamina tersebut. 

Jawab 

a) Kita sudah membahas komponen-komponen matriks komplian pada 

Contoh 3.5. Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.52) dan (3.53), 

Komponen-komponen matriks kekakuan lamina adalah 

   𝐶11 = 150,8 × 109 Pa,     

𝐶12 = 2,07 × 109 Pa,   

𝐶22 = 17,6 × 109 Pa,    

    𝐶13 = −7,87 × 109 Pa,    

    𝐶23 = −7,87 × 109 Pa,    

𝐶33 = 17,6 × 109 Pa,    

𝐶44 = 5 × 109 Pa,          

𝐶55 = 6 × 109 Pa,          

𝐶66 = 6 × 109 Pa.          

Dengan demikian, matriks kekakuan dari lamina pada Contoh 3.1 adalah 
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𝐶 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

150,8 2,07 −7,87 0 0 0

2,07 17,6 −7,87 0 0 0

−7,87 −7,87 17,6 0 0 0

0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 6

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

× 109 Pa. 

Perhatikan, satuan komponen-komponen matriks kekakuan adalah Pa 

karena satuan pembilang pada persamaan (3.53) adalah Pa−2 dan satuan 

penyebutnya adalah Pa−3. 

b) Ketika lamina mengalami regangan berupa berupa 𝜀1 = 0,0014 dan 𝜏12 =
0,0011 , tegangan-tegangan yang bekerja pada lamina tersebut dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.48), yaitu 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

150,8 2,07 −7,87 0 0 0

2,07 17,6 −7,87 0 0 0

−7,87 −7,87 17,6 0 0 0

0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 6

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

0,0014

0

0

0

0

0,0011

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

× 109 Pa 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

0211,12

2,90

−11,018

0

0

6,6

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

MPa.                                                                               

Terlihat bahwa meskipun regangan yang dialami oleh lamina hanya 

regangan pada arah 1 dan regangan geser 𝛾12, tetapi tegangan pada arah 2 

dan 3 tetap bekerja. Tegangan tersebut bekerja untuk melawan efek Poisson 

yang dihasilkan oleh masing-masing tegangan, khususnya tegangan pada 

arah 1.  
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I. Asumsi Tegangan Bidang dan Matriks Komplian Tereduksi 

Dalam analisis mekanika material komposit, asumsi penting yang sangat 

berguna adalah sebuah asumsi yang disebut sebagai asumsi tegangan bidang. 

Berdasarkan persamaan (3.46), dapat dilihat bahwa secara umum terdapat enam 

tegangan yang bekerja pada lamina. Akan tetapi, perlu diketahui bahwa pada 

banyak aplikasi material komposit, tiga tegangan yang tegak lurus dengan 

bidang lamina, yaitu 𝜎3, 𝜏23, dan 𝜏13 jauh lebih kecil daripada tiga tegangan 

yang lain. Oleh sebab itu, ketiga tegangan tersebut diasumsikan bernilai nol. 

Dengan demikian, tegangan-tegangan yang bekerja hanyalah tegangan yang 

sejajar dengan bidang lamina yaitu 𝜎1 , 𝜎2, dan 𝜏12  sehingga asumsi tersebut 

disebut sebagai asumsi tegangan bidang. Karena berdasarkan asumsi tegangan 

bidang, 𝜎3 , 𝜏23 , dan 𝜏13  sama dengan nol, hubungan antara tegangan dan 

regangan yang diberikan oleh persamaan (3.46) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆12 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

0

0

0

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.                 (3.55) 

Karena 𝜎3, 𝜏23, dan 𝜏13 sama dengan nol, berdasarkan persamaan (3.55) dapat 

dituliskan bahwa 

𝛾23 = 0,               𝛾13 = 0,     

dan  

𝜀3 = 𝑆13𝜎1 + 𝑆23𝜎2.                                             (3.56) 

Berdasarkan persamaan (3.56), dapat dilihat bahwa meskipun 𝜎3 diasumsikan 

sama dengan nol, regangan pada arah tersebut tidak sama dengan nol. Hal ini 

disebabkan oleh adanya efek Poisson 𝜈13 dan 𝜈23. Kemudian, karena 𝜎3, 𝜏23, 

𝜏13,  𝛾23,  dan 𝛾13  sama dengan nol, untuk menyederhanakan penulisan, 

berdasarkan persamaan (3.51), hubungan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 dengan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 

lebih sering ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

.                                (3.57) Bu
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Selain itu, ingat bahwa 

𝑆11 =
1

𝐸1

;                      𝑆12 =
−𝜈12

𝐸1

=
−𝜈21

𝐸2

;                                  

𝑆22 =
1

𝐸2

;                      𝑆66 =
1

𝐺12

.                                       (3.58) 

Matriks 3 × 3  pada persamaan (3.57) disebut sebagai matriks komplian 

tereduksi. Perhatikan bahwa persamaan (3.57) bukan berarti menunjukkan 

bahwa regangan pada arah 3 sama dengan nol. Regangan pada arah 3 tetap 

terjadi dan nilainya diberikan oleh persamaan (3.56). 

Contoh 3.7  

Sebuah lamina karbon/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 155 GPa , 𝐸2 =
12 Gpa , 𝐸3 = 12 Gpa  𝐺12 = 9 Gpa , 𝜈12 = 0,25 , dan 𝜈13 = 0,25 . Dengan 

menggunakan asumsi tegangan bidang, tentukan regangan yang dialami oleh 

lamina tersebut jika menerima tegangan berupa 𝜎1 = 1.500 Mpa. 

 

Jawab  

Sama seperti contoh sebelumnya, untuk menentukan regangan yang dialami 

oleh lamina, kita perlu terlebih dahulu menentukan komponen-komponen 

matriks komplian tereduksi dari lamina tersebut. Komponen-komponen 

tersebut dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.58), yaitu 

𝑆11 = 6,45 × 10−12 Pa−1,    

𝑆12 = −1,61 × 10−12 Pa−1, 

𝑆22 = 83,33 × 10−12 Pa−1, 

        𝑆66 = 111,1 × 10−12 Pa−1. 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.57), matriks komplian tereduksi 

lamina adalah 

𝑆 =

[
 
 
 

.

.

6,45 −1,61 0

−1,61 83,33 0

0 0 111,1

.

.]
 
 
 

× 10−12 Pa−1 
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sehingga regangan yang dialami oleh lamina adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

6,45 −1,61 0

−1,61 83,33 0

0 0 111,1

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
.

.

1,5 × 109

0

0

.

.]
 
 
 

× 10−12  

=

[
 
 
 
.

.

0,0097

−0,0024

0

.

.]
 
 
 

.                                                          

Kemudian, ingat bahwa meskipun kita menerapkan asumsi tegangan bidang, ini 

bukan berarti bahwa regangan pada arah 3 sama dengan nol. Regangan pada 

arah 3 dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.56), yaitu 

𝜀3 = 𝑆13𝜎1 + 𝑆23𝜎2 = 𝑆13 =
−𝜈13

𝐸3

𝜎1 + 𝑆23(0) 

=
−0,25

(12 × 109 Pa)
(1,5 × 109 Pa)                   

= −0,031                                                            

Tanda minus menunjukkan bahwa lamina mengalami penipisan. Kemudian, 

perhatikan bahwa proses penentuan regangan yang dialami oleh lamina sama 

persis seperti yang kita lakukan pada Contoh 3.5. Hanya saja, pada Contoh ini, 

kita mengasumsikan bahwa lamina hanya mengalami tegangan bidang. 

J. Matriks Kekakuan Tereduksi 

Karena tegangan 𝜎3, 𝜏23, dan 𝜏23 pada asumsi tegangan bidang sama dengan 

nol, persamaan (3.52) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

0

0

0

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.              (3.59) 
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Berdasarkan persamaan (3.59), dapat dituliskan bahwa 

𝛾23 = 0,          𝛾13 = 0. 

Kemudian, karena 𝜎3 sama dengan nol,  

0 = 𝐶31𝜀31 + 𝐶32𝜀2 + 𝐶33𝜀3;           

𝜀3 = −
𝐶13

𝐶33

𝜀1 −
𝐶32

𝐶33

𝜀2.                                                  (3.60) 

Sekali lagi, persamaan (3.60) menunjukkan bahwa meskipun pada asumsi 

tegangan bidang 𝜎3  sama dengan nol, regangan pada arah 3 tetap mungkin 

terjadi dan regangan tersebut dapat ditentukan jika 𝜀1 dan 𝜀2 diketahui. 

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.59), tegangan 𝜎1 , 𝜎2,  dan 𝜏12 

dapat ditulis sebagai 

𝜎1 = 𝐶11𝜀1 + 𝐶12𝜀2 + 𝐶13𝜀3;                                          (3.61) 

𝜎2 = 𝐶21𝜀1 + 𝐶22𝜀2 + 𝐶23𝜀3;                                          (3.62) 

𝜏12 = 𝐶66𝛾12.                                                                       (3.63) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (3.60) ke persamaan (3.61),  

𝜎1 = 𝐶11𝜀1 + 𝐶12𝜀2 + 𝐶13 (−
𝐶13

𝐶33

𝜀1 −
𝐶32

𝐶33

𝜀2)                                  

= 𝐶11𝜀1 + 𝐶12𝜀2 −
𝐶13𝐶13

𝐶33

𝜀1 −
𝐶13𝐶32

𝐶33

𝜀2                                      

maka 

𝜎1 = (𝐶11 −
𝐶13

2

𝐶33

)𝜀1 + (𝐶12 −
𝐶13𝐶32

𝐶33

) 𝜀2.                         (3.64) 

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (3.60) ke persamaan (3.62),  

𝜎2 = 𝐶21𝜀1 + 𝐶22𝜀2 + 𝐶23 (−
𝐶13

𝐶33

𝜀1 −
𝐶32

𝐶33

𝜀2)                                  

= 𝐶21𝜀1 + 𝐶22𝜀2 −
𝐶23𝐶13

𝐶33

𝜀1 −
𝐶23

2

𝐶33

𝜀2                                          
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maka 

𝜎2 = (𝐶21 −
𝐶23𝐶13

𝐶33

) 𝜀1 + (𝐶22 −
𝐶23

2

𝐶33

)𝜀2.                           (3.65) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.63), (3.64), dan (3.65), hubungan 

antara tegangan (𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12) dan regangan (𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12) dapat ditulis 

sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0 0 𝑄66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

,                              (3.66) 

dengan 

𝑄11 = 𝐶11 −
𝐶13

2

𝐶33

;                                                  (3.67) 

𝑄12 = 𝐶12 −
𝐶13𝐶32

𝐶33

;                                               (3.68) 

𝑄22 = 𝐶22 −
𝐶23

2

𝐶33

;                                                   (3.69) 

𝑄66 = 𝐶66.                                                                 (3.70) 

Matriks 3 × 3  pada persamaan (3.66) disebut sebagai matriks kekakuan 

tereduksi. Kemudian, perhatikan bahwa hubungan antara tegangan (𝜎1, 𝜎2, dan 

𝜏12) dan regangan (𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12) tidak dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 0

𝐶12 𝐶22 0

0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

 

Selanjutnya, dengan menginversi persamaan (3.57) dan 

membandingkannya dengan persamaan (3.66), dapat disimpulkan bahwa 

𝑄11 =
𝑆22

𝑆11𝑆22 − 𝑆12
2
;                                                   (3.71) 
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𝑄12 =
𝑆12

𝑆11𝑆22 − 𝑆12
2
;                                                   (3.72) 

𝑄22 =
𝑆11

𝑆11𝑆22 − 𝑆12
2
;                                                   (3.73) 

𝑄66 =
1

𝑆16

.                                                                      (3.74) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (3.58), persamaan (3.71), (3.72), 

(3.73), dan (3.74) dapat ditulis sebagai 

𝑄11 =
𝐸1

1− 𝜈12𝜈21

;                                                                  (3.75) 

𝑄12 =
𝜈12𝐸2

1− 𝜈12𝜈21

=
𝜈21𝐸1

1− 𝜈12𝜈21

;                                        (3.76) 

𝑄22 =
𝐸2

1− 𝜈12𝜈21

;                                                                  (3.77) 

𝑄66 = 𝐺12.                                                                               (3.78) 

Perhatikan bahwa rasio Poisson 𝜈21  dapat ditentukan dengan menggunakan 

teorema Maxwell-Betti jika modulus young 𝐸1 , 𝐸2, dan 𝜈12  diketahui, yang 

dalam hal ini, berdasarkan persaman (3.46) dapat dituliskan bahwa 

𝜈21 =
𝜈12

𝐸1

𝐸2.                                                    (3.79) 

Dengan demikian, untuk menentukan komponen-komponen matriks kekakuan 

tereduksi, kita sebetulnya hanya memerlukan empat parameter saja, yaitu 

modulus Young 𝐸1 dan 𝐸2, rasio Poisson 𝜈12 atau 𝜈21, serta modulus geser 𝐺12. 

Contoh 3.8  

Sebuah lamina karbon/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 160 GPa , 𝐸2 =
14 GPa , 𝐺12 = 10 GPa , dan 𝜈12 = 0,25 . Dengan menggunakan asumsi 

tegangan bidang, tentukan tegangan yang bekerja pada lamina tersebut jika 

lamina tersebut mengalami regangan berupa 𝜀1 = 0,0015, 𝜀2 = 0, dan 𝛾12 = 0. 
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Jawab 

Berdasarkan persamaan (3.79), dapat dituliskan bahwa 

𝜈21 =
𝜈12
𝐸1
𝐸2 =

(0,25)

(160 GPa)
(14 GPa)                                             

= 0,02.                                        

Dengan demikian, komponen-komponen matriks kekakuan tereduksi dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.75)–(3.78), yaitu 

𝑄11 =
𝐸1

1− 𝜈12𝜈21

=
(160 GPa)

1− (0,25)(0,02)
= 160,9 × 109 Pa, 

𝑄12 =
𝜈12𝐸2

1− 𝜈12𝜈21

=
(0,02)(14 GPa)

1− (0,25)(0,02)
= 3,52 × 109 Pa, 

𝑄22 =
𝐸2

1− 𝜈12𝜈21

=
(14 GPa)

1− (0,25)(0,02)
= 14,08 × 109 Pa,   

                 𝑄66 = 10 × 109 Pa. 

Karena kita sudah mengetahui komponen-komponen matriks komplian 

tereduksi, tegangan-tegangan yang bekerja pada elemen lamina dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (3.62), yaitu 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

160,9 3,52 0

3,52 14,08 0

0 0 10

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0,0015

0

0

.

.]
 
 
 

× 109 Pa 

=

[
 
 
 

.

.

241,3

0,05

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                         

Tegangan pada arah 2 bekerja pada lamina untuk melawan efek Poisson pada 

arah 2 yang dihasilkan oleh tegangan pada arah 1. Dengan adanya tegangan 𝜎2, 

regangan pada arah 2 menjadi nol. Jika tegangan 𝜎2 sama dengan nol, regangan 

pada arah 2 akan bernilai negatif akibat adanya efek Poisson.  Bu
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Soal-soal 

1. Sebuah lamina kaca/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 45 GPa , 𝐸2 =
𝐸3 = 7 GPa,  𝐺12 = 𝐺31 = 6 Gpa,  dan 𝜈12 = 𝜈13 = 0,25.  Tentukan 

regangan dan perubahan panjang dimensi yang akan dialami lamina 

tersebut (gambar a) jika menerima tegangan seperti ditunjukkan pada 

gambar b dan c. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Jelaskan apa implikasi dari teorema Maxwell-Betti terhadap hubungan 

antara tegangan dan regangan pada suatu lamina.  

3. Jelaskan apa yang dimaksud dengan asumsi tegangan bidang. 

4. Ulangi Contoh 3.5 dengan menerapkan asumsi tegangan bidang dan 

bandingkan hasilnya dengan contoh tersebut. 

0,8 mm 

300 mm 

400 mm 

𝜎1 = 920 MPa 

(a) 

(b) 

𝜎2 = 850 MPa 

(c) 
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5. Sebuah lamina karbon/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 150 GPa, 𝐸2 =
10 GPa , 𝐺12 = 8 GPa , dan 𝜈12 = 0,25.  Dengan menggunakan asumsi 

tegangan bidang, tentukan tegangan yang bekerja pada lamina tersebut jika 

lamina tersebut mengalami regangan berupa 𝜀1 = 0,001 , 𝜀2 = 0 , dan 

𝛾12 = 0,0005. 
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BAB IV  

LAMINA PADA SISTEM 

KOORDINAT GLOBAL 

Pada Bab III, kita sudah membahas konsep makromekanika lamina, yaitu 

lamina tersebut menerima beban pada arah 1, arah 2, dan arah 3. Arah 1 

merupakan arah yang searah dengan arah serat, sedangkan arah 2 dan 3 

merupakan arah yang tegak lurus dengan arah serat. Pada Bab I, kita juga sudah 

membahas bahwa karena lamina relatif jauh lebih lemah pada arah 2 dan 3, 

lamina tersebut disusun menjadi laminat dengan arah serat yang berbeda-beda.  
 

 

Gambar 4.1 Peta Konsep Bab IV 

Modulus Young 

pada Sistem 

Koordinat Global 

Rasio Poisson pada 

Sistem Koordinat 

Global 

Modulus Geser 

pada Sistem 

Koordinat Global 

Matriks Komplian 

Tereduksi yang 

Ditransformasi 

Matriks Kekauan 

Tereduksi yang 

Ditransformasi 

 

LAMINA PADA SISTEM 

KOORDINAT GLOBAL 

Sistem Koordinat 

Global 

Transformasi 

Tegangan 

Transformasi 

Regangan 

Rasio Kopel akibat 

Tegangan Geser 

 

Rasio Kopel akibat 

Tegangan Normal 
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Artinya, ketika laminat tersebut ditarik, terdapat lamina yang menerima tarikan 

bukan pada arah seratnya ataupun pada arah yang tegak lurus dengan arah 

seratnya.  

Peta konsep Bab IV ditunjukkan pada Gambar 4.1. Pada bab ini, ketika 

lamina menerima gaya luar yang tidak searah atau tidak tegak lurus dengan arah 

seratnya, kita akan menentukan regangan yang dialami oleh lamina tersebut. 

Kemudian, nantinya kita juga akan bisa menentukan tegangan dan regangan 

yang dialami oleh lamina tersebut pada arah seratnya dan pada arah yang tegak 

lurus dengan seratnya.  

A. Sistem Koordinat Global 

Berdasarkan Gambar 4.2, ketika lamina ditarik pada arah 𝑥, untuk menganalisis 

respons dari lamina tersebut, kita juga perlu mengetahui tegangan dan regangan 

yang dialami oleh lamina tersebut pada arah 1, 2, dan 3. Sistem koordinat 𝑥𝑦𝑧 

pada Gambar 4.2 disebut sebagai sistem koordinat global. Pada gambar tersebut, 

arah 1 dan sumbu 𝑧 tegak lurus keluar bidang kertas. Pada bab ini, kita akan 

membahas cara mentransformasikan tegangan dan regangan dari sistem 

koordinat global ke sistem koordinat utama atau sebaliknya.  

 

 

 

 

  

 

 

Gambar 4.2 Sistem Koordinat Utama dan Sistem Koordinat Global 

B. Transformasi Tegangan 

Untuk menentukan cara mentransformasikan tegangan dari sistem koordinat 

global ke sistem koordinat utama, mari kita tinjau elemen lamina seperti yang 

ditunjukkan pada Gambar 4.3a. Berdasarkan gambar tersebut, dapat dilihat 

bahwa arah 1 membentuk sudut 𝜃 terhadap sumbu 𝑥 positif.  

𝑥 

𝑦 

1 

2 
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Kemudian, misalkan elemen lamina yang ditunjukkan pada Gambar 4.3b 

merupakan elemen lamina dengan arah serat yang sama dengan elemen lamina 

pada Gambar 4.3a, tetapi permukaan bawahnya membentuk sudut 𝜃  dengan 

sumbu 𝑥 . Berdasarkan gambar tersebut, dapat dilihat bahwa tegangan geser 

yang bekerja merupakan tegangan geser 𝜏12 . Dengan demikian, kalau kita 

meninjau potongan elemen lamina pada Gambar 4.3a seperti yang ditunjukkan 

pada Gambar 4.3c, tegangan normal dan tegangan geser yang bekerja pada 

permukaan miring potongan elemen lamina tersebut secara berturut-turut 

adalah 𝜎1 dan 𝜏12. Selain itu, misalkan luas permukaan miring pada gambar 

tersebut adalah 𝑑𝐴 maka luas permukaan yang tegak lurus dengan sumbu 𝑥 

adalah 𝑑𝐴 cos 𝜃 dan luas permukaan yang tegak lurus dengan sumbu 𝑦 adalah 

𝑑𝐴 sin 𝜃  sehingga gaya-gaya yang bekerja pada potongan elemen lamina 

tersebut adalah seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.3d.  

Keterangan: (a) Arah Serat Lamina dengan Sudut 𝜃  terhadap Sumbu 𝑥 , (b) Permukaan-

Permukaan Lamina yang Tegak Lurus dan Sejajar dengan Arah 1, (c) Potongan 

Elemen Lamina pada Gambar 4.3a, dan (d) Gaya-Gaya yang Bekerja pada 

Potongan Elemen Lamina  

Gambar 4.3 Sketsa Elemen Lamina untuk Transformasi Tegangan 
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Dengan menerapkan hukum 1 Newton pada elemen material yang ditunjukkan 

pada Gambar 4.3d, pada arah 𝑥 dapat dituliskan bahwa 

∑𝐹𝑥 = 0,                          

𝜎1 𝑑𝐴 cos𝜃 − 𝜏12 𝑑𝐴 sin𝜃 − 𝜎𝑥 𝑑𝐴 cos𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 𝑑𝐴 sin𝜃 = 0,                          

𝜎1 cos𝜃 − 𝜏12 sin𝜃 − 𝜎𝑥 cos𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 sin𝜃 = 0.                (4.1) 

Kemudian, pada arah 𝑦, dapat dituliskan bahwa 

∑𝐹𝑦 = 0,                          

𝜎1 𝑑𝐴 sin𝜃 + 𝜏12 𝑑𝐴 cos 𝜃 − 𝜎𝑦 𝑑𝐴 sin𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 𝑑𝐴 cos𝜃 = 0,                          

𝜎1 sin𝜃 + 𝜏12 cos𝜃 − 𝜎𝑦 sin𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 cos𝜃 = 0.               (4.2) 

Untuk menentukan 𝜎1, kita perlu mengalikan persamaan (4.1) dengan 

cos 𝜃 dan persamaan (4.2) dengan sin 𝜃. Secara berturut-turut, hasil perkalian 

tersebut diberikan oleh 

𝜎1 cos2 𝜃 − 𝜏12 sin𝜃 cos𝜃 − 𝜎𝑥 cos2 𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0,                (4.3) 

𝜎1 sin2 𝜃 + 𝜏12 sin𝜃 cos𝜃 − 𝜎𝑦 sin2 𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0.                (4.4) 

Selanjutnya, dengan menjumlahkan kedua persamaan di atas, diperoleh 

𝜎1 (sin2 𝜃 + cos2 𝜃) − 𝜎𝑥 cos2 𝜃 − 𝜎𝑦 sin2 𝜃 − 2𝜏𝑥𝑦 sin𝜃 cos𝜃 = 0.      (4.5) 

Karena sin2 𝜃 + cos2 𝜃 =1 dan dengan memindahkan suku kedua, ketiga, dan 

keempat pada persamaan (4.5) ke ruas kanan, tegangan 𝜎1 dapat ditulis sebagai 

𝜎1 = 𝜎𝑥 cos2 𝜃 + 𝜎𝑦 sin2 𝜃 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 𝜃 cos 𝜃.                         (4.6) 

Kemudian, untuk menentukan rumusan 𝜏12 , kita perlu mengalikan 

persamaan (4.1) dengan sin 𝜃 dan persamaan (4.2) dengan −cos 𝜃. Hasilnya 

secara berturut-turut diberikan oleh 

𝜎1 sin𝜃 cos𝜃 − 𝜏12 sin2 𝜃 − 𝜎𝑥 sin𝜃 cos𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 sin2 𝜃 = 0,             (4.7) 

−𝜎1 sin 𝜃 cos 𝜃 − 𝜏12 cos2 𝜃 + 𝜎𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 cos2 𝜃 = 0.             (4.8) Bu
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Dengan menjumlahkan kedua persamaan di atas, diperoleh 

−𝜏12 (sin2 𝜃 + cos2 𝜃) + (−𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) sin𝜃 cos𝜃 

+𝜏𝑥𝑦 (−sin2 𝜃 + cos2 𝜃) = 0.                                                  (4.9) 

Dengan demikian, karena sin2 𝜃 + cos2 𝜃 =1 dan dengan memindahkan suku 

kedua dan ketiga pada persamaan (4.9) ke ruas kanan, tegangan 𝜏12 dapat ditulis 

sebagai 

𝜏12 = −𝜎𝑥 sin𝜃 cos 𝜃 + 𝜎𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 (cos2 𝜃 −sin2 𝜃).     (4.10) 

Kemudian, perhatikan bahwa tegangan pada arah 2, yaitu 𝜎2, dapat dirumuskan 

dengan cara mengganti 𝜃  menjadi (90° + 𝜃) pada persamaan (4.6). Dengan 

demikian, karena cos(90° + 𝜃) = − sin 𝜃 dan sin(90° + 𝜃) = cos 𝜃, 𝜎2 dapat 

ditulis sebagai 

𝜎2 = 𝜎𝑥 cos
2(90° + 𝜃) + 𝜎𝑦 sin

2(90° + 𝜃) + 2𝜏𝑥𝑦 sin(90° + 𝜃) cos(90° + 𝜃)  

maka 

𝜎2 = 𝜎𝑥 sin2 𝜃 + 𝜎𝑦 cos2 𝜃 − 2𝜏𝑥𝑦 sin𝜃 cos 𝜃.                                            (4.11) 

Dengan demikian, hubungan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  dengan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  dapat 

ditulis ke dalam bentuk yang lebih padu berdasarkan persamaan (4.6), (4.10), 

dan (4.11), yaitu  

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

cos2 𝜃 sin2 𝜃 2 sin𝜃 cos𝜃

sin2 𝜃 cos2 𝜃 −2 sin𝜃 cos𝜃

− sin𝜃 cos𝜃 sin𝜃 cos 𝜃 cos2 𝜃 −sin2 𝜃

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.        (4.12) 

Matriks 3 × 3  pada ruas kanan persamaan di atas disebut sebagai matriks 

transformasi. Matriks transformasi tersebut disimbolkan sebagai matriks 𝑇 dan 

biasanya ditulis sebagai 

𝑇 =

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

,                                          (4.13) 

dengan 𝑚 = cos 𝜃  dan 𝑛 = sin 𝜃 . Dengan demikian, persamaan (4.12) juga 

bisa ditulis sebagai Bu
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[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

= 𝑇

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

                                                        (4.14) 

atau 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.                            (4.15) 

Berdasarkan persamaan (4.12), (4.14), atau (4.15), jika tegangan pada 

sistem koordinat global diketahui, tegangan pada sistem koordinat utama dapat 

ditentukan. Kemudian, jika persamaan (4.14) atau (4.15) dikalikan dengan 𝑇−1, 

diperoleh 

𝑇−1

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

= 𝑇−1𝑇

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

                                 (4.16) 

                                                            

atau 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 −2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 2𝑚𝑛

𝑚𝑛 −𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

,                       (4.17) 

dengan 

𝑇−1 =

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 −2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 2𝑚𝑛

𝑚𝑛 −𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

.                                      (4.18) 

Cara penentuan 𝑇−1 pada persamaan (4.18) adalah di luar cakupan buku ini. 

Berdasarkan persamaan (4.17), jika tegangan pada sistem koordinat utama 

diketahui, tegangan pada sistem koordinat global dapat ditentukan. 

 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 … Sistem Koordinat Global  |  95 

Contoh 4.1 

Misalkan sebuah lamina menerima tegangan seperti ditunjukkan pada gambar 

berikut. Tentukan tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang dialami oleh lamina tersebut. 

   

 

 

 

 

 

Jawab 

Karena 𝑚 = cos(45°)  dan 𝑛 = sin(45°),  berdasarkan persamaan (4.15), 

tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada sistem koordinat utama adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 −2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 2𝑚𝑛

𝑚𝑛 −𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

900

100

0

.

.]
 
 
 

MPa                                

=

[
 
 
 

.

.

500

500

−400

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                            

Terlihat bahwa meskipun 𝜏𝑥𝑦 = 0, 𝜏12 = −400 MPa. 

C. Transformasi Regangan 

Untuk menentukan cara mentransformasikan regangan dari sistem koordinat 

global ke sistem koordinat utama, mari kita tinjau elemen lamina seperti yang 

ditunjukkan pada Gambar 4.4a. Berdasarkan gambar tersebut, dapat dilihat 

bahwa garis diagonal elemen berimpit dengan sumbu 1.  

 

 

𝑥 

𝑦 1 2 

𝜃 = 45° 
𝜎𝑥 = 900 MPa 

𝜎𝑦 = 100 MPa 

𝜎𝑦 = 100 MPa 

𝜎𝑥 = 900 MPa 
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Keterangan: (a) Regangan pada Arah 𝑥, (b) Regangan pada Arah 𝑦, dan (c) Regangan Geser  

Gambar 4.4 Elemen Lamina yang Mengalami Regangan pada Berbagai Arah 

Ketika elemen lamina mengalami perubahan panjang pada sumbu 𝑥 , jika 

regangannya pada arah tersebut adalah 𝜀𝑥, perubahan panjang elemen tersebut 

adalah ∆(𝑑𝑥), yaitu 

∆(𝑑𝑥) = 𝜀𝑥𝑑𝑥.                                                   (4.19) 

Dengan demikian, berdasarkan Gambar 4.4a, dapat dilihat bahwa perubahan 

panjang diagonal dari elemen tersebut akibat regangan pada arah 𝑥  adalah 

∆(𝑑𝑠)𝑥, yaitu 

∆(𝑑𝑠)𝑥 = 𝜀𝑥𝑑𝑥 cos 𝜃.                                         (4.20) 

Kemudian, mari tinjau elemen lamina ketika mengalami regangan pada 

arah 𝑦  seperti ditunjukkan pada Gambar 4.4b. Jika regangannya pada arah 

tersebut adalah 𝜀𝑦, perubahan panjang elemen tersebut adalah ∆(𝑑𝑦), yaitu 

 ∆(𝑑𝑦) = 𝜀𝑦𝑑𝑦.                                                   (4.21) 

𝑑𝑦 
𝑑𝑠 

𝑑𝑥 𝜀𝑥𝑑𝑥 

𝜀𝑥𝑑𝑥 cos𝜃 

1 
2 

𝑥 

𝑦 

𝜃 

𝜃 

𝛼1 

(a) 

Arah 

serat 

𝑑𝑦 
𝑑𝑠 

𝑑𝑥 

𝜀𝑦𝑑𝑦 sin𝜃 

1 
2 

𝑥 

𝑦 

𝜃 

𝜃 

𝛼2 

(b) 

Arah 

serat 

𝑑𝑦 
𝑑𝑠 

𝑑𝑥 𝛾𝑥𝑦𝑑𝑦 

𝛾𝑥𝑦𝑑𝑦 cos 𝜃 

1 
2 

𝑥 

𝑦 

𝜃 

𝜃 

𝛼3 

𝛾𝑥𝑦 

(c) 

Arah 

serat 
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Dengan demikian, berdasarkan Gambar 4.4b, dapat dilihat bahwa perubahan 

panjang diagonal dari elemen tersebut akibat regangan pada arah 𝑦  adalah 

∆(𝑑𝑠)𝑦, yaitu 

∆(𝑑𝑠)𝑦 = 𝜀𝑦𝑑𝑦 sin 𝜃.                                         (4.22) 

Selanjutnya, mari tinjau elemen lamina yang mengalami regangan geser 

𝛾𝑥𝑦  seperti ditunjukkan pada Gambar 4.4c. Akibat regangan geser tersebut, 

permukaan bagian atas dari elemen bergerak ke kanan sejauh ∆𝛾𝑥𝑦 . Untuk sudut 

yang kecil, 𝛾𝑥𝑦 = tan 𝛾𝑥𝑦 sehingga dapat dituliskan bahwa 𝛾𝑥𝑦 = ∆𝛾𝑥𝑦 𝑑𝑦⁄  atau 

∆𝛾𝑥𝑦= 𝛾𝑥𝑦𝑑𝑦.                                                 (4.23) 

Dengan demikian, berdasarkan Gambar 4.4c, dapat dilihat bahwa perubahan 

panjang diagonal elemen akibat regangan geser 𝛾𝑥𝑦 adalah ∆(𝑑𝑠)𝑥𝑦, yaitu 

∆(𝑑𝑠)𝑥𝑦 = 𝛾𝑥𝑦𝑑𝑦 cos 𝜃.                                         (4.24) 

Ketika elemen lamina mengalami regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦, perubahan 

panjang diagonal total yang dialami oleh elemen tersebut adalah ∆𝑑, yaitu 

∆𝑑 = ∆(𝑑𝑠)𝑥 + ∆(𝑑𝑠)𝑦 + ∆(𝑑𝑠)𝑥𝑦                                                       

maka 

∆𝑑 = 𝜀𝑥𝑑𝑥 cos 𝜃 + 𝜀𝑦𝑑𝑦 sin 𝜃 + 𝛾𝑥𝑦𝑑𝑦 cos 𝜃.                     (4.25) 

Kemudian, perhatikan bahwa regangan normal pada arah 1 sama dengan 

perubahan panjang diagonal dibagi dengan panjang diagonal awal. Dengan 

demikian, berdasarkan persamaan (4.25), jika regangan normal pada arah 1 

adalah 𝜀1, dapat dituliskan bahwa 

𝜀1 =
∆𝑑

𝑑𝑠
=
𝜀𝑥𝑑𝑥 cos 𝜃 + 𝜀𝑦𝑑𝑦 sin 𝜃 + 𝛾𝑥𝑦𝑑𝑦 cos 𝜃

𝑑𝑠
                                  

maka 

𝜀1 = 𝜀𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑠
 cos 𝜃 + 𝜀𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
 sin 𝜃 + 𝛾𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
 cos 𝜃.                           (4.26) 

Berdasarkan Gambar 4.4a, terlihat bahwa 𝑑𝑥 𝑑𝑠⁄ = cos 𝜃 dan 𝑑𝑦 𝑑𝑠⁄ = sin 𝜃. 

Dengan demikian, persamaan (4.26) dapat ditulis sebagai 

𝜀1 = 𝜀𝑥 cos2 𝜃 + 𝜀𝑦 sin2 𝜃 + 𝛾𝑥𝑦sin 𝜃 cos 𝜃.                           (4.27) 
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Persaman (4.27) menunjukkan regangan pada arah 1 yang dialami oleh elemen 

lamina ketika elemen lamina tersebut mengalami regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦.  

Untuk menentukan regangan pada pada arah 2, yaitu 𝜀2, dapat dilakukan 

dengan cara mengubah 𝜃 pada persamaan (4.27) menjadi (90° + 𝜃). Dengan 

demikian, karena cos(90° + 𝜃) = − sin 𝜃  dan sin(90° + 𝜃) = cos 𝜃,  dapat 

dituliskan bahwa 

𝜀2 = 𝜀𝑥 sin2 𝜃 + 𝜀𝑦 cos2 𝜃 0− 𝛾𝑥𝑦sin 𝜃 cos 𝜃.                          (4.28) 

Persamaan (4.28) menunjukkan regangan pada arah 2 yang dialami oleh elemen 

lamina ketika elemen lamina tersebut mengalami regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦.  

Untuk menentukan regangan geser 𝛾12, perhatikan bahwa pada Gambar 

4.4, regangan 𝜀𝑥 dan regangan geser 𝛾𝑥𝑦 menyebabkan garis diagonal lamina 

berotasi pada arah putaran jarum jam. Sementara itu, regangan 𝜀𝑦 menyebabkan 

garis diagonal elemen lamina berotasi pada arah yang berlawanan dengan 

putaran jarum jam. Jika elemen lamina tersebut mengalami regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 

𝛾𝑥𝑦 secara bersamaan, diagonal dari elemen tersebut berotasi pada arah yang 

berlawanan dengan putaran jarum jam sehingga garis tersebut membentuk sudut 

𝛼 seperti ditunjukkan pada Gambar 4.5b.  

Kemudian, perhatikan bahwa regangan 𝜀𝑥  dan regangan geser 𝛾𝑥𝑦 

menyebabkan garis yang sejajar dengan sumbu 2 pada Gambar 4.5a berotasi 

pada arah yang berlawanan dengan putaran jarum jam, sedangkan regangan 𝜀𝑦 

menyebabkan garis tersebut berotasi pada arah putaran jarum jam. Jika elemen 

lamina tersebut mengalami regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  secara bersamaan, garis 

tersebut berotasi pada arah yang berlawanan dengan putaran jarum jam 

sehingga garis tersebut membentuk sudut 𝛽 seperti ditunjukkan pada Gambar 

4.5b. 

 

Keterangan: (a) Garis yang Sejajar dengan Sumbu 2 pada Elemen Lamina, dan (b) Regangan 

Geser yang Dialami Lamina Relatif terhadap Sistem Koordinat Utama 

Gambar 4.5 Rotasi Garis Diagonal Elemen Lamina Akibat Regangan 

1 2 

𝑥 

𝑦 

(a) 

1 

2 

𝑥 

𝑦 

𝜃 

(b) 

𝑎 

𝑏 

𝛼 
𝛽 

𝛾12 = 𝛼 + 𝛽 
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Berdasarkan Gambar 4.5b, dapat dilihat bahwa regangan geser yang 

dialami elemen lamina relatif terhadap bidang 12 adalah 𝛾12, yaitu 

𝛾12 = 𝛼 + 𝛽                                                  (4.29) 

Sekarang, mari kita tentukan tentukan sudut 𝛼  terlebih dahulu. 

Berdasarkan Gambar 4.4a, regangan 𝜀𝑥  menyebabkan garis diagonal elemen 

berotasi sebesar 𝛼1. Dengan aproksimasi sudut kecil, dapat dituliskan bahwa 

𝛼1 = tan𝛼1 =
𝜀𝑥 𝑑𝑥 sin 𝜃

𝑑𝑠
                                                  

maka 

𝛼1 = 𝜀𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑠
sin 𝜃,                                             (4.30) 

dengan 𝜀𝑥 𝑑𝑥 sin 𝜃  adalah panjang sisi yang berada di depan sudut 𝛼1. 
Kemudian, berdasarkan Gambar 4.4.b, regangan 𝜀𝑦  menyebabkan garis 

diagonal elemen berotasi sebesar 𝛼2. Dengan cara yang sama, dapat dituliskan 

bahwa 

𝛼2 = tan𝛼2 =
𝜀𝑦 𝑑𝑦 cos 𝜃

𝑑𝑠
                                                  

maka 

𝛼2 = 𝜀𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑠
cos 𝜃,                                           (4.31) 

dengan 𝜀𝑦 𝑑𝑦 cos 𝜃  adalah panjang sisi yang berada di depan sudut 𝛼2. 

Kemudian, berdasarkan Gambar 4.4c, regangan 𝛾𝑥𝑦  menyebabkan garis 

diagonal elemen berotasi sebesar 𝛼3 sehingga 

𝛼3 = tan𝛼3 =
𝛾𝑥𝑦 𝑑𝑦 sin 𝜃

𝑑𝑠
 

maka 

𝛼3 = 𝛾𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑠
sin 𝜃,                                            (4.32) 

dengan 𝛾𝑥𝑦 𝑑𝑦 sin 𝜃  adalah panjang sisi yang berada di depan sudut 𝛼3 . 

Dengan demikian, dengan menjadikan arah yang berlawanan arah dengan 

putaran jarum jam sebagai arah positif, dapat dituliskan bahwa Bu
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𝛼 = −𝛼1 + 𝛼2 − 𝛼3                                                      

maka 

𝛼 = −𝜀𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑠
sin 𝜃 + 𝜀𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
cos 𝜃 − 𝛾𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
sin 𝜃.                     (4.33) 

Karena 𝑑𝑥 𝑑𝑠⁄ = cos 𝜃 dan 𝑑𝑦 𝑑𝑠⁄ = sin 𝜃,  

𝛼 = −𝜀𝑥sin 𝜃 cos𝜃 + 𝜀𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 − 𝛾𝑥𝑦 sin2 𝜃.                      (4.34) 

Untuk menentukan sudut 𝛽, perhatikan bahwa garis yang sejajar dengan 

sumbu 2 pada Gambar 4.5a sama dengan garis diagonal yang sejajar dengan 

sumbu 1 yang dirotasikan sebesar 90°  pada arah yang berlawanan dengan 

putaran jarum jam. Dengan demikian, sudut 𝛽  dapat ditentukan dengan 

menjadikan 𝜃  pada persamaan (4.34) menjadi (90° + 𝜃). Karena cos(90° +
𝜃) = − sin 𝜃 dan sin(90° + 𝜃) = cos 𝜃, dapat dituliskna bahwa 

𝛽 = −𝜀𝑥sin 𝜃 cos𝜃 + 𝜀𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 + 𝛾𝑥𝑦 cos2 𝜃.                          (4.35) 

Dengan demikian, regangan geser 𝛾12 yang dialami oleh elemen lamina adalah 

𝛾12 = 𝛼 + 𝛽,                                                           

maka 

𝛾12 = −2𝜀𝑥sin 𝜃 cos 𝜃 + 2𝜀𝑦 sin𝜃 cos 𝜃 + 𝛾𝑥𝑦 (cos2 𝜃 − sin2 𝜃).         (4.36) 

Untuk menuliskan regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  dalam bentuk yang padu, 

perhatikan bahwa persamaan (4.27), (4.28), dan (4.36) dapat ditulis dalam 

bentuk yang sedikit berbeda sebagai 

𝜀1 = 𝜀𝑥 cos2 𝜃 + 𝜀𝑦 sin2 𝜃 + 2(
1

2
𝛾𝑥𝑦) sin𝜃 cos𝜃 ;                             (4.37) 

𝜀2 = 𝜀𝑥 sin2 𝜃 + 𝜀𝑦 cos2 𝜃 − 2(
1

2
𝛾𝑥𝑦) sin𝜃 cos𝜃 ;                             (4.38) 

1

2
𝛾12 = −𝜀𝑥 sin𝜃 cos𝜃 + 𝜀𝑦 sin𝜃 cos𝜃 +

1

2
𝛾𝑥𝑦 (cos2 𝜃−sin2 𝜃).        (4.39) 

Dengan demikian, karena 𝑚 = cos 𝜃 dan 𝑛 = sin 𝜃, persamaan (4.37), (4.38), 

dan (4.39) dapat ditulis sebagai Bu
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[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

.                    (4.40) 

Berdasarkan persamaan (4.40), dapat dilihat bahwa jika regangan pada sistem 

koordinat global diketahui, regangan pada sistem koordinat utama dapat 

ditentukan. Kemudian, berdasarkan persamaan (4.13), persamaan (4.40) juga 

dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

.                                           (4.41) 

Contoh 4.2 

Misalkan lamina pada gambar berikut mengalami regangan dengan 𝜀𝑥 = 0,015, 

𝜀𝑦 = 0, dan 𝛾𝑥𝑦 = 0. Tentukan regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 yang dialami lamina 

tersebut. 

 

Jawab 

Karena 𝑚 = cos(45°)  dan 𝑛 = sin(45°) , berdasarkan persamaan (4.40), 

regangan pada sistem koordinat utama adalah 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

0,015

0

1

2
0

.

.]
 
 
 
 

                          

𝑥 

𝑦 1 2 

𝜃 = 45° 
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=

[
 
 
 
 

.

.

0,0075

0,0075

−0,0075

.

.]
 
 
 
 

                                                                       

Dengan mengalikan baris ketiga dengan 2, regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  yang 

dialami lamina adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

   0,0075

   0,0075

−0,0150

.

.]
 
 
 

. 

Terlihat bahwa meskipun 𝜀𝑦 dan 𝛾𝑥𝑦 sama dengan nol, 𝜀1 = 0,0075 dan 𝛾12 =

−0,0150. 

D. Matriks Komplian Tereduksi yang Ditransformasi 

Perhatikan bahwa hubungan antara tegangan dan regangan pada sistem 

koordinat utama yang diberikan oleh persamaan (3.57) dapat ditulis dalam 

bentuk yang sedikit berbeda, yaitu 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0
1

2
𝑆66

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

:

:
𝜏12

.

.]
 
 
 
 

.                               (4.42) 

Baris ketiga yang pada awalnya adalah 𝛾12 = 𝑆66𝜏12  diubah sebagai (1/
2)𝛾12 = (1/2)𝑆66𝜏12 . Berdasarkan persamaan (4.14) dan (4.41), persamaan 

(4.42) juga dapat ditulis sebagai 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0
1

2
𝑆66

.

.]
 
 
 
 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦
:

:
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

.                            (4.43) 

Kemudian, dengan mengalikan kedua ruas persamaan di atas dengan 𝑇−1, dapat 

dituliskan bahwa 
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[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0
1

2
𝑆66

.

.]
 
 
 
 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦
:

:
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

.                         (4.44) 

Dengan mengalikan baris ketiga persamaan (4.44) dengan 2, diperoleh 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 

𝑇

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

                                           

sehingga 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆̅11 𝑆̅12 𝑆̅16

𝑆̅12 𝑆̅22 𝑆̅26

𝑆̅16 𝑆̅26 𝑆̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.                                         (4.45) 

Adapun 

[
 
 
 

.

.

𝑆̅11 𝑆̅12 𝑆̅16

𝑆̅12 𝑆̅22 𝑆̅26

𝑆̅16 𝑆̅26 𝑆̅66

.

.]
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 

𝑇.                          (4.46) 

Dalam hal ini, 

𝑆̅11 = 𝑆11𝑚
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑛
4,                                              (4.47) 

𝑆̅12 = (𝑆11 + 𝑆22 − 𝑆66) 𝑛
2𝑚2 + 𝑆12 (𝑛

4 +𝑚4),                                       (4.48) 

𝑆̅16 = (2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚
3 − (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛

3𝑚,               (4.49) 

𝑆̅22 = 𝑆11𝑛
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑚
4,                                              (4.50) 

𝑆̅26 = (2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛
3𝑚− (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚

3,               (4.51) 

𝑆̅66 = 2 (2𝑆11 + 2𝑆22 − 4𝑆12 − 𝑆66) 𝑛
2𝑚2 + 𝑆66 (𝑛

4 +𝑚4).                 (4.52) 
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Matriks 3 × 3  pada persamaan (4.45) disebut sebagai matriks komplian 

tereduksi yang ditransformasi. Berdasarkan persamaan tersebut, jika tegangan 

pada sistem koordinat global diketahui, regangan pada sistem koordinat tersebut 

dapat ditentukan. 

Contoh 4.3 

Misalkan sebuah lamina menerima tegangan seperti ditunjukkan pada Gambar 

berikut. Jika lamina tersebut memiliki sifat dengan 𝐸1 = 45 GPa, 𝐸2 = 10 GPa, 

𝜈12 = 0,25, dan 𝐺12 = 5 GPa, tentukan regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 yang dialami 

lamina tersebut. 

 

 

 

 

Jawab 

Untuk menentukan regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  yang dialami oleh lamina, kita 

perlu terlebih dahulu untuk menentukan matriks komplian tereduksi dari lamina 

tersebut. Berdasarkan persamaan (3.54), komponen-komponen matriks 

komplian tereduksi adalah 

 𝑆11 =
1

𝐸1

=
1

45 GPa
= 2,22 × 10−11 Pa−1, 

𝑆22 =
1

𝐸2

=
1

10 GPa
= 1,00 × 10−10 Pa−1, 

 𝑆66 =
1

𝐺12

=
1

5 GPa
= 2,00 × 10−10 Pa−1,  

         𝑆12 =
−𝜈12

𝐸1

=
−0,25

45 GPa
= −5,56 × 10−12 Pa−1. 

𝑥 

𝑦 

1 2 

𝜃 = 45° 
𝜎𝑥 = 1.000 MPa 𝜎𝑥 = 1.000 MPa 
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Dengan demikian, karena 𝑚 = cos(45°)  dan 𝑛 = sin(45°),  berdasarkan 

persamaan (4.47)–(4.52), komponen-komponen matriks komplian tereduksi 

yang ditransformasi adalah 

𝑆̅11 = 7,78 × 10−11 Pa−1,                                                            

𝑆̅12 = −2,22 × 10−11 Pa−1,                                                         

𝑆̅16 = −3,89 × 10−11 Pa−1,                                                         

𝑆̅22 = 7,78 × 10−11 Pa−1,                                                            

𝑆̅26 = −3,89 × 10−11 Pa−1,                                                         

𝑆̅66 = 13,33 × 10−11 Pa−1.                                                          

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (4.45), regangan yang dialami 

lamina adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

7,78 −2,22 −3,89

−2,22 7,78 −3,89

−3,89 −3,89 13,33

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

109

0

0

.

.]
 
 
 

× 10−11    

=

[
 
 
 

.

.

0,078

−0,022

−0,039

.

.]
 
 
 

.                                                   

Terlihat bahwa tegangan 𝜎𝑥 juga menghasilkan regangan geser akibat adanya 

komponen 𝑆1̅6.  

 Kemudian, berdasarkan persamaan (4.45), dapat dilihat bahwa 𝜎𝑦 juga 

menyebabkan terjadinya regangan geser akibat komponen 𝑆2̅6 . Selain itu, 

perhatikan bahwa adanya komponen 𝑆1̅6  dan 𝑆2̅6  menyebabkan 𝜏𝑥𝑦 

menghasilkan regangan normal. Ini menunjukkan adanya perbedaan respons 

lamina jika dibandingkan dengan logam yang bersifat isotropik. Pada logam 

yang bersifat isotropik, tegangan normal tidak menyebabkan terjadinya 

regangan geser dan tegangan geser tidak menyebabkan terjadinya regangan 

normal.  
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 Tegangan tarik pada arah 𝑥 menyebabkan terjadinya regangan geser 

yang bernilai negatif,maka berdasarkan gambar pada soal, sudut kiri bawah dan 

sudut kanan atas menjadi bertambah besar. Kemudian, sudut kiri atas dan kanan 

bawah menjadi bertambah kecil seperti ditunjukkan pada gambar di atas. 

Karena 𝜀𝑦  bernilai negatif, lamina mengalami pengecilan pada arah 𝑦 . 

Regangan 𝜀𝑦  bernilai negatif karena efek Poisson. Kemudian, lamina ditarik 

pada arah 𝑥 maka 𝜀𝑥 bernilai positif atau lamina mengalami pemanjangan pada 

arah tersebut. 

 Selanjutnya, perhatikan bahwa berdasarkan persamaan (4.47)–(4.52), 

jika komponen-komponen matriks komplian tereduksi yang ditransformasi dari 

lamina dengan sifat-sifat seperti yang diberikan pada Contoh (4.3) diplot 

sebagai fungsi 𝜃, akan seperti ditunjukkan pada gambar a dan b berikut. Gambar 

a menunjukkan komponen diagonal matriks komplian tereduksi yang 

ditransformasi sebagai fungsi 𝜃  dan gambar b menunjukkan komponen non 

diagonal matriks matriks komplian tereduksi yang ditransformasi sebagai 

fungsi 𝜃. Dari kedua gambar tersebut, dapat dilihat bahwa 𝑆1̅2 dan komponen 

diagonal yang lain merupakan fungsi genap, sedangkan, 𝑆1̅6  dan 𝑆2̅6 

merupakan fungsi ganjil. Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa 

𝑆̅12(𝜃) = 𝑆
̅
12(−𝜃), 

𝑆̅11(𝜃) = 𝑆
̅
11(−𝜃), 

𝑆̅22(𝜃) = 𝑆
̅
22(−𝜃), 

𝑆̅66(𝜃) = 𝑆
̅
66(−𝜃), 

𝑆̅16(𝜃) = −𝑆̅16(−𝜃), 

𝑆2̅6(𝜃) = −𝑆2̅6(−𝜃). 

     

 

𝜎𝑥 𝜎𝑥 
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Contoh 4.4 

Misalkan lamina pada Contoh 4.3 hanya menerima tegangan berupa tegangan 

geser 𝜏𝑥𝑦 = 100 MPa. Tentukan regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 yang dialami elemen 

lamina tersebut. 

 

Jawab 

Kita sudah mengetahui komponen-komponen matriks komplian tereduksi yang 

ditransformasi pada Contoh 4.3. Dengan demikian, berdasarkan persamaan 

(4.45), regangan yang dialami oleh elemen lamina adalah 

(b) 

0 

4 

25° 50° 75° 0° −25° −50° −75° 
 𝜃 

 𝑆𝑖̅𝑗  (10
−11 Pa−1) 

𝑆1̅2 

𝑆1̅6 

𝑆2̅6 

(a) 

25° 50° 75° 0° −25° −50° −75° 
 𝜃 

1 

2 

 𝑆𝑖̅𝑗  (10
−10 Pa−1) 

𝑆2̅2 
𝑆6̅6 

𝑆1̅1 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



108  |  Mekanika Material Komposit: … 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

8,47 −1,69 −3,95

−1,69 8,47 −3,95

−3,95 −3,95 11,29

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0

0

10−7

.

.]
 
 
 

× 10−11 

=

[
 
 
 

.

.

−3,95

−3,95

0,11

.

.]
 
 
 

× 10−7.                                        

Dari sini dapat kita lihat bahwa seperti yang sudah kita bahas pada Contoh 4.3, 

tegangan geser 𝜏𝑥𝑦 menyebabkan regangan geser 𝜀𝑥 dan 𝜀𝑦. Karena tegangan 

geser yang bernilai positif menyebabkan regangan 𝜀𝑥 dan 𝜀𝑦 bernilai negatif, 

ini berarti bahwa elemen lamina mengalami pengecilan pada arah 𝑥  dan 𝑦 . 

Kemudian, berdasarkan gambar pada Contoh 4.3, regangan geser yang bernilai 

positif berarti sudut kiri atas dan kanan bawah dari elemen lamina menjadi 

bertambah besar, sedangkan sudut kiri bawah dan kanan atas menjadi 

berrtambah kecil. Sketsa deformasi yang terjadi akibat tegangan geser 𝜏𝑥𝑦 =

100 MPa ditunjukkan pada gambar berikut. 

 

 

 

 

Contoh 4.5 

Berdasarkan persamaan (4.47)–(4.52) tentukan komponen-komponen matriks 

komplian tereduksi yang ditransformasi pada material yang bersifat isotropik. 

 

Jawab 

Pada material isotropik, sifat-sifatnya sama pada semua arah sehingga dapat 

dituliskan bahwa 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸 , 𝐺12 = 𝐺 , dan 𝜈12 = 𝜈21 = 𝜈 ; dengan  𝐸 , 𝐺 , 

dan 𝜈  secara berturut-turut merupakan modulus Young, modulus geser, dan 

rasio Poisson material tersebut. Berdasarkan persamaan (3.58), dapat ditulis 

bahwa 

𝜏𝑥𝑦 

𝜏𝑥𝑦 

𝜏𝑥𝑦 

𝜏𝑥𝑦 
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𝑆11 =
1

𝐸1

=
1

𝐸
;                𝑆12 = −

𝜈

𝐸
;                                                  

𝑆22 =
1

𝐸
;                          𝑆66 =

1

𝐺
.                                                      

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (4.47), komponen 𝑆1̅1 dapat ditulis 

sebagai 

𝑆̅11 =
1

𝐸
𝑚4 + (−

2𝜈

𝐸
+

1

𝐺
)𝑛2𝑚2 +

1

𝐸
𝑛4. 

Kemudian, perlu diketahui bahwa hubungan antara modulus Young, modulus 

geser, dan rasio Poisson pada material isotropik diberikan oleh 

1

𝐺
=

2(1+ 𝜈)

𝐸
 

sehingga dapat dituliskan bahwa 

𝑆̅11 =
1

𝐸
𝑚4 + [−

2𝜈

𝐸
+

2(1+ 𝜈)

𝐸
] 𝑛2𝑚2 +

1

𝐸
𝑛4                                      

=
1

𝐸
(𝑚4 + 𝑛2𝑚2 + 𝑛4) =

1

𝐸
(𝑚2 + 𝑛2)

2
.                                       

Karena 𝑚 = cos 𝜃 dan 𝑛 = sin 𝜃, ini berarti bahwa (𝑚2 + 𝑛2)2 = 1. Dengan 

demikian, komponen 𝑆1̅1 dari material isotropik adalah 

𝑆̅11 =
1

𝐸
.                                                           (a) 

 Pada material isotropik, 𝑆11 = 𝑆22 maka berdasarkan persamaan (4.46) 

dan (4.49), dapat dituliskan bahwa 𝑆2̅2 = 𝑆1̅1  sehingga komponen 𝑆2̅2  pada 

material isotropik menjadi 

𝑆̅22 =
1

𝐸
.                                                           (b) 

 Selanjutnya, komponen 𝑆1̅2 dapat ditentukan berdasarkan persamaan 

(4.48), yaitu 
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𝑆̅12 = (
1

𝐸
+

1

𝐸
−

1

𝐺
)𝑛2𝑚2 −

𝜈

𝐸
(𝑛4 +𝑚4)                                                           

= [
1

𝐸
+

1

𝐸
−

2(1+ 𝜈)

𝐸
] 𝑛2𝑚2 −

𝜈

𝐸
(𝑛4 +𝑚4)                                        

= −
𝜈

𝐸
(2𝑛2𝑚2 + 𝑛4 +𝑚4)  = −

𝜈

𝐸
(𝑛2 +𝑚2)

2

= −
𝜈

𝐸
(1)

2

            

maka 

𝑆̅12 = −
𝜈

𝐸
.                                                                                                            (c) 

Komponen 𝑆1̅6 dapat ditentukan berdasarkan persamaan (4.49), yaitu 

𝑆̅16 = [
2

𝐸
−

2𝜈

𝐸
−

2(1+ 𝜈)

𝐸
] 𝑛𝑚3 − [

2

𝐸
−

2𝜈

𝐸
−

2(1+ 𝜈)

𝐸
] 𝑛3𝑚           

maka 

𝑆̅16 = 0.                                                                                                                (d) 

Kemudian, karena suku dalam tanda kurung pada persamaan (4.51) bernilai 

sama dengan suku dalam tanda kurung pada persamaan (4.49), dapat dituliskan 

bahwa   

𝑆̅26 = 𝑆
̅
16 = 0.                                                            (d) 

Selanjutnya, komponen 𝑆6̅6  dapat ditentukan berdasarkan persamaan (4.52), 

yaitu  

𝑆̅66 = 2 [
2

𝐸
+

2

𝐸
−

4𝜈

𝐸
−

2(1+ 𝜈)

𝐸
] 𝑛2𝑚2 +

2(1+ 𝜈)

𝐸
(𝑛4 +𝑚4)               

=
2(1+ 𝜈)

𝐸
(2𝑛2𝑚2 + 𝑛4 +𝑚4) =

2(1+ 𝜈)

𝐸
(𝑚2 + 𝑛2)

2
                 

maka 

𝑆̅66 =
2(1+ 𝜈)

𝐸
.                                                                                              (e) 
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Perhatikan bahwa berdasarkan komponen-komponen matriks komplian 

tereduksi yang ditransformasi pada material isotropik yang diberikan oleh 

persamaan (a)–(e), dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

.

.

1

𝐸
−
𝜈

𝐸
0

−
𝜈

𝐸

1

𝐸
0

0 0
2(1+ 𝜈)

𝐸

.

.]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 
 

. 

Berdasarkan persamaan (d), terlihat bahwa karena 𝑆2̅6 = 𝑆1̅6 = 0,  pada 

material isotropik, tegangan geser tidak menyebabkan regangan normal dan 

tegangan normal tidak menyebabkan regangan geser. Sementara itu, seperti 

yang sudah kita bahas sebelumnya, pada lamina yang bersifat ortotropik, 

tegangan geser menyebabkan regangan normal dan tegangan normal 

menyebabkan regangan geser. Ini merupakan salah satu perbedaan antara 

material yang bersifat ortotropik dan material yang bersifat isotropik. 

E. Matriks Kekauan Tereduksi yang Ditransformasi 

Perhatikan bahwa persamaan (3.66) dapat ditulis ke dalam bentuk yang sedikit 

berbeda, yaitu 

[
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

:

:
𝜏12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0
1

1
0 2𝑄66

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

.                                  (4.53) 

Berdasarkan persamaan (4.14) dan (4.41), dapat dituliskan bahwa 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦
:

:
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0
1

1
0 2𝑄66

.

.]
 
 
 
 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

1

2
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

.                               (4.54) 

Kemudian, dengan mengalikan kedua ruas persamaan di atas dengan 𝑇−1,  
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[
 
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦
:

:
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0
1

1
0 2𝑄66

.

.]
 
 
 
 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

1

2
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

                                        

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

,                                           (4.55) 

 

yang dalam hal ini, 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0
1

1
0 2𝑄66

.

.]
 
 
 

𝑇,                            (4.56) 

dengan 

𝑄̅11 = 𝑄11𝑚
4 + 2 (𝑄12 + 2𝑄66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑄22𝑛
4,                                      (4.57) 

𝑄̅12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66) 𝑛
2𝑚2 + 𝑄12 (𝑛

4 +𝑚4),                               (4.58) 

𝑄̅16 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66) 𝑛𝑚
3 − (𝑄12 − 𝑄22 − 2𝑄66) 𝑛

3𝑚,              (4.59) 

𝑄̅22 = 𝑄11𝑛
4 + 2 (𝑄12 + 2𝑄66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑄22𝑚
4,                                      (4.60) 

𝑄̅26 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66) 𝑛
3𝑚+ (𝑄12 − 𝑄22 − 2𝑄66) 𝑛𝑚

3,              (4.61) 

𝑄̅66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12 + 2𝑄66) 𝑛
2𝑚2 + 𝑄66 (𝑛

4 +𝑚4).                 (4.62) 

 

Matriks 3 × 3  pada persamaan (4.55) disebut sebagai matriks kekakuan 

tereduksi yang ditransformasi. Berdasarkan persamaan (4.55), jika regangan 

pada sistem koordinat global diketahui, tegangan pada sistem koordinat tersebut 

dapat ditentukan. 
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Keterangan: (a) Komponen Bagian Diagonal dan (b) Komponen 

Bagian Nondiagonal 

Gambar 4.6 Komponen-Komponen Matriks Kekakuan 

Tereduksi yang Ditransformasi sebagai Fungsi 𝜃 

 Selanjutnya, perhatikan bahwa berdasarkan persamaan (4.57)–(4.63), 

jika komponen-komponen matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari 

lamina dengan sifat-sifat seperti yang diberikan pada Contoh 4.3 diplot sebagai 

fungsi 𝜃, akan tampak seperti ditunjukkan pada Gambar 4.6a dan 4.6b. Gambar 

4.6a menunjukkan komponen diagonal matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi sebagai fungsi 𝜃  dan Gambar 4.6b menunjukkan komponen 

nondiagonal matriks kekuan tereduksi yang ditransformasi sebagai fungsi 𝜃.  

 Seperti komponen-komponen matriks komplian tereduksi yang 

ditransformasi, dari Gambar 4.6a dan 4.6b dapat dilihat bahwa 𝑄̅12  dan 

komponen diagonal yang lain merupakan fungsi genap. Sementara itu, 𝑄̅16 dan 

𝑄̅26 merupakan fungsi ganjil. Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa 

𝑄̅12(𝜃) = 𝑄̅12(−𝜃), 

(a) 
2,5 

4 

25° 50° 75° 0° −25° −50° −75° 
 𝜃 

 𝑄̅𝑖𝑗  (10
10 Pa) 

𝑄̅22 

𝑄̅11 

𝑄̅66 

(b) 0 

1 

25° 50° 75° 0° −25° −50° −75° 
 𝜃 

 𝑄̅𝑖𝑗  (10
10 Pa) 

𝑄̅62 

𝑄̅12 

𝑄̅26 
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𝑄̅11(𝜃) = 𝑄̅11(−𝜃), 

𝑄̅22(𝜃) = 𝑄̅22(−𝜃), 

𝑄̅66(𝜃) = 𝑄̅66(−𝜃); 

dan 

𝑄̅16(𝜃) = −𝑄̅16(−𝜃), 

𝑄̅26(𝜃) = −𝑄̅26(−𝜃). 

Contoh 4.6 

Misalkan elemen lamina pada gambar berikut mengalami regangan berupa 𝜀𝑥 =
10−6, 𝜀𝑦 = 2 × 10−7, dan 𝛾𝑥𝑦 = 3 × 10

−9. Jika lamina tersebut memiliki sifat 

dengan 𝐸1 = 55 GPa, 𝐸2 = 15 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 𝐺12 = 7 GPa, tentukan 

tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 yang bekerja pada lamina tersebut. 

 

 

 

 

Jawab 

Untuk menentukan regangan yang dialami oleh lamina, kita perlu terlebih 

dahulu menentukan matriks komplian tereduksi dari lamina tersebut. Sebagai 

implikasi dari teorema Maxwell-Betti, kita bisa menuliskan bahwa 

𝜈21 =
𝜈12

𝐸1

𝐸2 =
(0,25)

(55 GPa)
(15 GPa) 

= 0,07.                                       

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.71)–(3.74), komponen-komponen 

matriks komplian tereduksi adalah 

𝑥 

𝑦 

1 2 

𝜃 = 45° 
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𝑄11 =
55 GPa

1− (0,25)(0,07)
= 55,95 × 109 Pa, 

𝑄12 =
(0,25)(55 GPa)

1− (0,25)(0,07)
= 3,82 × 109 Pa,   

 𝑄22 =
(15 GPa)

1− (0,25)(0,07)
= 15,26 × 109 Pa, 

    𝑄66 = 7 GPa = 7 × 109 Pa.                                  

Kemudian, karena 𝑚 = cos(45°)  dan 𝑛 = sin(45°), berdasarkan persamaan 

(4.57)–(4.62), komponen-komponen matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi adalah 

𝑄̅11 = 3,91 × 1010 Pa,                                                         

𝑄̅12 = 1,05 × 1010 Pa,                                                         

𝑄̅16 = 1,27 × 1010 Pa,                                                         

𝑄̅22 = 1,88 × 1010 Pa,                                                         

𝑄̅26 = 0,50 × 1010 Pa,                                                         

𝑄̅66 = 1,37 × 1010 Pa.                                                         

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (4.55), tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦 

yang bekerja pada elemen lamina adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 1,02

1,27 2,67 1,02

1,02 1,02 1,60

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

10−6

2 × 10−7

3 × 10−9

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa 

=

[
 
 
 

.

.

29.284

18.084

12.256

.

.]
 
 
 

Pa.                                                                                 
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F. Modulus Young pada Sistem Koordinat Global 

Misalkan sebuah elemen lamina hanya menerima tarikan pada arah 𝑥 seperti 

ditunjukkan pada Gambar 4.7. Akibatnya, elemen tersebut mengalami regangan 

pada arah 𝑥 . Dengan demikian, tingkat elastisitas elemen lamina pada arah 

tersebut ditunjukkan oleh modulus Young yang memberikan hubungan antara 

tegangan 𝜎𝑥  dan regangan 𝜀𝑥 . Berdasarkan persamaan (4.44), regangan 𝜀𝑥 

dapat ditulis sebagai  

𝜀𝑥 = 𝑆̅11𝜎𝑥 + 𝑆
̅
12𝜎𝑦 + 𝑆

̅
16𝜏𝑥𝑦.                                          (4.63) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.7 Elemen Lamina yang Menerima Tarikan 

pada Arah 𝑥 

Karena elemen lamina hanya menerima tegangan 𝜎𝑥, ini berarti bahwa 𝜎𝑦 dan 

𝜏𝑥𝑦 sama dengan nol sehingga persamaan (4.63) menjadi 

𝜀𝑥 = 𝑆̅11𝜎𝑥 .                                                          (4.64) 

Kemudian, berdasarkan definisi modulus Young, dapat dituliskan bahwa 𝜀𝑥 =
𝜎𝑥 𝐸𝑥⁄  sehingga berdasarkan persamaan (4.64), dapat dituliskan bahwa 

𝑆̅11𝜎𝑥 =
𝜎𝑥
𝐸𝑥
;                                                                            

𝐸𝑥 =
1

𝑆̅11

.                                                               (4.65) 

 

 

𝜎𝑥 

2 

𝑦 

1 

𝜎𝑥 
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Dengan menyubstitusikan persamaan (4.47) ke persamaan (4.65), diperoleh 

𝐸𝑥 =
1

𝑆11𝑚
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑛
4
.                            (4.66) 

Berdasarkan persamaan (3.58), 

𝑆11 =
1

𝐸1

;              𝑆12 =
−𝜈21

𝐸2

=
−𝜈12

𝐸1

;            𝑆22 =
1

𝐸2

;               𝑆66 =
1

𝐺12

;  

   
sehingga persamaan (4.65) dapat ditulis sebagai 

𝐸𝑥 =
1

(
1
𝐸1
)𝑚4 + [2(

−𝜈12

𝐸1
) + (

1
𝐺12

)] 𝑛2𝑚2 + (
1
𝐸2
)𝑛4

                            

 

maka 

𝐸𝑥 =
𝐸1

𝑚4 + (
𝐸1

𝐺12
− 2𝜈12)𝑛

2𝑚2 +
𝐸1

𝐸2
𝑛4

.                                          (4.67) 

Persamaan (4.67) merupakan rumusan modulus Young 𝐸𝑥.  Berdasarkan 

persamaan (4.67), dapat dilihat bahwa modulus Young 𝐸𝑥 dapat ditentukan jika 

𝐸1, 𝐸2, 𝜈12, 𝐺12, dan arah serat diketahui. 

Sekarang, misalkan elemen lamina hanya menerima tegangan pada arah 

𝑦  seperti ditunjukkan pada Gambar 4.8. Akibatnya, tentu elemen lamina 

mengalami regangan pada arah 𝑦 , yaitu 𝜀𝑦 . Karena tegangan yang bekerja 

hanya 𝜎𝑦, ini berarti bahwa 𝜎𝑥 dan 𝜏𝑥𝑦 sama dengan nol sehingga berdasarkan 

persamaan (4.44), regangan 𝜀𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝜀𝑦 = 𝑆̅11𝜎𝑥 + 𝑆
̅
12𝜎𝑦 + 𝑆

̅
16𝜏𝑥𝑦                                                   

maka 

𝜀𝑦 = 𝑆̅22𝜎𝑦 .                                                                       (4.68) 
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Gambar 4.8 Elemen Lamina yang 

Menerima Tarikan pada Arah 𝑦 

Kemudian, berdasarkan definisi modulus Young, dapat dituliskan bahwa 𝜀𝑦 =

𝜎𝑦 𝐸𝑦⁄  sehingga berdasarkan persamaan (4.68), dapat dituliskan bahwa 

𝑆̅22𝜎𝑦 =
𝜎𝑦
𝐸𝑦
;                   

𝐸𝑦 =
1

𝑆̅22

.                                                         (4.69) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (4.50) ke persamaan (4.69), diperoleh 

𝐸𝑦 =
1

𝑆11𝑛
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑚
4
.                                  (4.70) 

Berdasarkan persamaan (3.58), persamaan (4.70) dapat ditulis sebagai 

       𝐸𝑦 =
1

(
1
𝐸1
)𝑛4 + [2(

−𝜈12

𝐸1
) + (

1
𝐺12

)] 𝑛2𝑚2 + (
1
𝐸2
)𝑚4

                            

maka 

𝐸𝑦 =
𝐸2

(
𝐸2

𝐸1
)𝑛4 + (

𝐸2

𝐺12
− 2𝜈21)𝑛

2𝑚2 +𝑚4

.                                     (4.71) 

             
Berdasarkan persamaan (4.71), dapat dilihat bahwa modulus Young 𝐸𝑦 dapat 

ditentukan jika 𝐸1, 𝐸2, 𝜈12, 𝐺12, dan arah serat diketahui. 

𝜎𝑦 
2 

𝑥 

1 

𝜎𝑦 
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Contoh 4.7 

Sebuah lamina karbon/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 142 GPa , 𝐸2 =
10,5 Gpa , 𝜈12 = 0,25 , dan 𝐺12 = 7,5 GPa . Sementara itu, sebuah lamina 

kaca/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 40 GPa, 𝐸2 = 8 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 

𝐺12 = 4 GPa. Tentukan modulus Young 𝐸𝑥 dan 𝐸𝑦 dari kedua lamina tersebut 

jika arah serat dari kedua lamina tersebut adalah 𝜃 = 30°. 

 

Jawab 

a) Karena 𝑚 = cos(30°) dan 𝑛 = sin(30°), berdasarkan persamaan (4.67), 

modulus Young 𝐸𝑥 lamina karbon/epoksi adalah 

 𝐸𝑥 =
(142 GPa)

𝑚4 + [
(142 GPa)

(7,5 GPa)
− 2(0,25)] 𝑛2𝑚2 +

(142 GPa)

(10,5 GPa)
𝑛4

                

= 29,15 GPa,                                                                                              

sedangkan modulus Young 𝐸𝑥 lamina kaca/epoksi adalah 

𝐸𝑥 =
(40 GPa)

𝑚4 + [
(40 GPa)

(4 GPa)
− 2(0,25)] 𝑛2𝑚2 +

(40 GPa)

(8 GPa)
𝑛4

                     

= 15,06 GPa.                                                                                              

b) Berdasarkan persamaan (4.71), modulus Young 𝐸𝑦 lamina karbon/epoksi 

adalah 

𝐸𝑦 =
(10,5 GPa)

(10,5 GPa)

(142 GPa)
𝑛4 + [

(10,5 GPa)

(7,5 GPa)
− 2(0,25)] 𝑛2𝑚2 +𝑚4

                     

= 12,76 GPa,                                                                                             

sedangkan modulus Young 𝐸𝑦 lamina kaca/epoksi adalah 

𝐸𝑦 =
(8 GPa)

(8 GPa)

(40 GPa)
𝑛4 + [

(8 GPa)

(4 GPa)
− 2(0,25)] 𝑛2𝑚2 +𝑚4

                        

= 8,60 GPa.                                                                                                
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Jika modulus Young 𝐸𝑥  dan 𝐸𝑦  dari lamina karbon/epoksi pada contoh ini 

diplot sebagai fungsi arah serat 𝜃, akan tampak seperti ditunjukkan pada gambar 

berikut.  

 

 

 

 

 

 

 

Terlihat bahwa 𝐸𝑥  bernilai maksimum ketika 𝜃 = 0  karena pada keadaan 

tersebut arah serat adalah pada arah 𝑥. Kemudian, 𝐸𝑦 bernilai maksimum ketika 

𝜃 = 90° karena pada keadaan tersebut arah serat adalah pada arah 𝑦. 

G. Rasio Poisson pada Sistem Koordinat Global 

Ketika elemen lamina pada Gambar 4.7 ditarik pada arah 𝑥, akibat efek Poisson, 

lamina tersebut juga mengalami regangan pada arah 𝑦. Efek Poisson tersebut 

dideskripsikan oleh rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦, yaitu 

𝜈𝑥𝑦 = −
𝜀𝑦
𝜀𝑥
.                                                                (4.72) 

Ketika satu-satunya tegangan yang bekerja adalah 𝜎𝑥 , regangan 𝜀𝑥  diberikan 

oleh persamaan (4.64), yaitu 𝜀𝑥 = 𝑆1̅1𝜎𝑥 . Kemudian, berdasarkan persamaan 

(4.45), 𝜀𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝜀𝑦 = 𝑆̅12𝜎𝑥 + 𝑆
̅
22𝜎𝑦 + 𝑆

̅
26𝜏𝑥𝑦  

maka 

𝜀𝑦 = 𝑆̅12𝜎𝑥 .                                                                 (4.73) 

Dengan demikian, rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dapat ditulis sebagai 

0,8 

25° 50° 75° 0° −25° −50° −75° 
 𝜃 

 𝐸𝑖 (10
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𝜈𝑥𝑦 =
𝑆̅12𝜎𝑥

𝑆̅11𝜎𝑥
                     

maka 

𝜈𝑥𝑦 = −
𝑆̅12

𝑆̅11

.                                                           (4.74) 

Berdasarkan definsi 𝑆1̅1  dan 𝑆1̅2  yang diberikan oleh persamaan (4.47) dan 

(4.48), persamaan (4.74) dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑥𝑦 = −
(𝑆11 + 𝑆22 − 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆12 (𝑛
4 +𝑚4)

𝑆11𝑚
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑛
4 

.                       (4.75) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (3.54) ke persamaan (4.75), rasio Poisson 

𝜈𝑥𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑥𝑦 = −

[(
1
𝐸1
) + (

1
𝐸2
) − (

1
𝐺12

)] 𝑛2𝑚2 + (
−𝜈12

𝐸1
) (𝑛4 +𝑚4)

(
1
𝐸1
)𝑚4 + [2(

−𝜈12

𝐸1
) + (

1
𝐺12

)] 𝑛2𝑚2 + (
1
𝐸2
)𝑛4 

                      

maka 

𝜈𝑥𝑦 =

𝜈12 (𝑛
4 +𝑚4) − (1+

𝐸1

𝐸2
−
𝐸1

𝐺12
)𝑛2𝑚2

𝑚4 + (
𝐸1

𝐺12
− 2𝜈12)𝑛

2𝑚2 +
𝐸1

𝐸2
𝑛4 

.                                   (4.76) 

Selanjutnya, ketika elemen lamina menerima tegangan pada arah 𝑦 

seperti ditunjukkan pada Gambar 4.7, akibat efek Poisson 𝜈𝑦𝑥, elemen lamina 

tersebut juga mengalami regangan pada arah 𝑥, yaitu 𝜀𝑥 . Rasio Poisson 𝜈𝑦𝑥 

dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑦𝑥 = −
𝜀𝑥
𝜀𝑦
.                                                        (4.77) 

Ketika satu-satunya tegangan yang bekerja adalah 𝜎𝑦 , regangan 𝜀𝑦  diberikan 

oleh persamaan (4.7), yaitu 𝜀𝑦 = 𝑆2̅2𝜎𝑦 . Kemudian, berdasarkan persamaan 

(4.45), 𝜀𝑥 dapat ditulis sebagai Bu
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𝜀𝑥 = 𝑆̅11𝜎𝑥 + 𝑆
̅
12𝜎𝑦 + 𝑆

̅
26𝜏𝑥𝑦  

maka 

𝜀𝑥 = 𝑆̅12𝜎𝑦.                                                     (4.78) 

Dengan demikian, rasio Poisson 𝜈𝑦𝑥 dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑦𝑥 = −
𝑆̅12𝜎𝑦

𝑆̅22𝜎𝑦
 = −

𝑆̅12

𝑆̅22

.                                         (4.79) 

Berdasarkan definsi 𝑆1̅2  dan 𝑆2̅2  yang diberikan oleh persamaan (4.48) dan 

(4.49), persamaan (4.79) dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑦𝑥 = −
(𝑆11 + 𝑆22 − 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆12 (𝑛
4 +𝑚4)

𝑆11𝑛
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑚
4

.                  (4.80) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (3.54) ke persamaan (4.80), rasio Poisson 

𝜈𝑦𝑥 menjadi 

𝜈𝑦𝑥 = −

(
1
𝐸1
+

1
𝐸2
−

1
𝐺12

)𝑛2𝑚2 − (
𝜈21

𝐸2
) (𝑛4 +𝑚4)

(
1
𝐸1
)𝑛4 + (−2

𝜈21

𝐸2
+

1
𝐺12

)𝑛2𝑚2 + (
1
𝐸2
)𝑚4

                              

 

maka 

𝜈𝑦𝑥 =

𝜈21 (𝑛
4 +𝑚4) − (1+

𝐸2

𝐸1
−
𝐸2

𝐺12
)𝑛2𝑚2

(
𝐸2

𝐸1
)𝑛4 + (

𝐸2

𝐺12
− 2𝜈21)𝑛

2𝑚2 +𝑚4

.                             (4.81) 

Contoh 4.8 

Berdasarkan Contoh 4.7, tentukan rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦  dan 𝜈𝑦𝑥  kedua lamina 

tersebut. 
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Jawab 

a) Berdasarkan persamaan (4.76), rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦  dari lamina 

karbon/epoksi adalah 

 𝜈𝑥𝑦 =

(0,25)(𝑛4 +𝑚4) − [1+
(142 GPa)

(10,5 GPa)
−
(142 GPa)

(7,5 GPa)
] 𝑛2𝑚2

𝑚4 + [
(142 GPa)

(7,5 GPa)
− 2(0,25)] 𝑛2𝑚2 +

(142 GPa)

(10,5 GPa)
𝑛4 

 

= 0,20.                                                                                 

Sementara itu, rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dari lamina kaca/epoksi adalah 

𝜈𝑥𝑦 =

(0,25)(𝑛4 +𝑚4) − [1 +
(40 GPa)

(8 GPa)
−
(40 GPa)

(4 GPa)
]𝑛2𝑚2

𝑚4 + [
(40 GPa)

(4 GPa)
− 2(0,25)]𝑛2𝑚2 +

(40 GPa)

(8 GPa)
𝑛4 

 

= 0,34.                                                                                

b) Berdasarkan teorema Maxwell-Betti rasio Poisson 𝜈21  dari lamina 

karbon/epoksi adalah 

𝜈21 =
𝜈12

𝐸1

𝐸2 =
(0,25)

(142 GPa)
(10,5 GPa) 

= 0,09,                                           

sedangkan rasio Poisson 𝜈21 dari lamina kaca/epoksi adalah 

𝜈21 =
𝜈12

𝐸1

𝐸2 =
(0,25)

(40 GPa)
(8 Gpa)          

= 0,05.                                                    

Dengan demikian, rasio Poisson 𝜈𝑦𝑥  dari lamina karbon/epoksi dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (4.81), yaitu 

𝜈𝑦𝑥 =

(0,02)(𝑛4 +𝑚4) − [1+
(10,5 GPa)

(142 GPa)
−
(10,5 GPa)

(7,5 GPa)
] 𝑛2𝑚2

(10,5 GPa)

(142 GPa)
𝑚4 + [

(10,5 GPa)

(7,5 GPa)
− 2(0,02)] 𝑛2𝑚2 + 𝑛4 
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= 0,15,                                                                                                       

sedangkan rasio Poisson 𝜈𝑦𝑥 dari lamina kaca/epoksi adalah 

𝜈𝑦𝑥 =

(0,05)(𝑛4 + 𝑚4) − [1+
(8 GPa)

(40 GPa)
−
(8 GPa)

(4 GPa)
] 𝑛2𝑚2

(8 GPa)

(40 GPa)
𝑚4 + [

(8 GPa)

(4 GPa)
− 2(0,05)] 𝑛2𝑚2 + 𝑛4 

                 

= 0,19.                                                                                                      

Jika rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dan 𝜈𝑦𝑥 dari lamina kaca/epoksi pada contoh ini diplot 

sebagai fungsi arah serat 𝜃, akan tampak seperti yang ditunjukkan pada gambar 

berikut. 

H. Modulus Geser pada Sistem Koordinat Global 

Sekarang, mari kita tinjau elemen lamina yang menerima tegangan geser seperti 

ditunjukkan pada Gambar 4.9. Akibat tegangan geser tersebut, tentu lamina 

mengalami regangan geser 𝛾𝑥𝑦 . Berdasarkan persamaan (4.45), ketika satu-

satunya tegangan geser yang bekerja hanya tegangan geser 𝜏𝑥𝑦, regangan geser 

yang dihasilkan adalah 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑆̅16𝜎𝑥 + 𝑆
̅
26𝜎𝑦 + 𝑆

̅
66𝜏𝑥𝑦 = 𝑆

̅
66.                   (4.82) 
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Gambar 4.9 Elemen Lamina yang 

Menerima Tegangan Geser 𝜏𝑥𝑦    

Dengan menyubstitusikan persamaan (4.52) ke persamaan (4.82), modulus 

Geser 𝐺𝑥𝑦 dapat dirumuskan sebagai 

𝐺𝑥𝑦 =
1

2 (2𝑆11 + 2𝑆22 − 4𝑆12 − 𝑆66) 𝑛
2𝑚2 + 𝑆66(𝑛

4 +𝑚4)
.             (4.83) 

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (3.54) ke persamaan (4.83), 

modulus Geser 𝐺𝑥𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝐺𝑥𝑦 =
1

2 [2(
1
𝐸1
) + 2(

1
𝐸2
) − 4(

−𝜈12

𝐸1
) − (

1
𝐺12

)] 𝑛2𝑚2 + (
1
𝐺12

) (𝑛4 +𝑚4)

  

=
𝐺12

2 [2(
𝐺12

𝐸1
) + 2(

𝐺12

𝐸2
) − 4(

−𝜈12𝐺12

𝐸1
) − 1] 𝑛2𝑚2 + (𝑛4 +𝑚4)

     

maka 

𝐺𝑥𝑦 =
𝐺12

2 [2
𝐺12

𝐸1
(1+ 2𝜈12) + 2(

𝐺12

𝐸2
) − 1] 𝑛2𝑚2 + (𝑛4 +𝑚4)

.             (4.84) 

Seperti modulus Young 𝐸𝑥 dan 𝐸𝑦 dan rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dan 𝜈𝑦𝑥, dapat dilihat 

bahwa modulus geser 𝐺𝑥𝑦 dapat ditentukan jika 𝐸1, 𝐸2, 𝜈12, 𝐺12, dan arah serat 

diketahui. 

𝑦 

𝜏𝑥𝑦 
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Contoh 4.9 

Berdasarkan Contoh 4.7, tentukan modulus geser 𝐺𝑥𝑦  dari kedua lamina 

tersebut. 

 

Jawab 

Berdasarkan persamaan (4.84), modulus geser 𝐺𝑥𝑦 dari lamina karbon/epoksi 

adalah 

𝐺𝑥𝑦 =
(7,5 GPa)

2 {2
(7,5 GPa)

(142 GPa)
[1 + 2(0,25)] + 2

(7,5 GPa)

(10,5 GPa)
− 1}𝑛2𝑚2 + (𝑛4 +𝑚4)

            

= 9,30 GPa,                                                                                              

sedangkan modulus geser 𝐺𝑥𝑦 dari lamina kaca/epoksi adalah 

𝐺𝑥𝑦 =
(4 GPa)

2 {2
(4 GPa)

(40 GPa)
[1 + 2(0,25)] + 2

(4 GPa)

(8 GPa)
− 1}𝑛2𝑚2 + (𝑛4 +𝑚4)

              

= 6,05 GPa.                                                                                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jika modulus geser 𝐺𝑥𝑦 dari lamina kaca/epoksi pada contoh ini diplot sebagai 

fungsi arah serat 𝜃, akan tampak seperti yang ditunjukkan pada gambar di atas. 
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I. Rasio Kopel akibat Tegangan Geser 

Kita sudah membahas bahwa pada lamina dengan arah serat 𝜃, tegangan normal 

dapat menyebabkan terjadinya regangan geser, dan tegangan geser dapat 

menyebabkan terjadinya regangan normal. Artinya, terdapat keterkaitan atau 

kopel yang terjadi ketika tegangan normal atau tegangan geser bekerja pada 

lamina tersebut. Untuk mendeskripsikan keterkaitan tersebut, didefinisikanlah 

besaran baru yang disebut sebagai rasio kopel. Rasio Poisson memberikan 

hubungan antara regangan lateral dan regangan normal, sedangkan rasio kopel 

memberikan hubungan antara regangan geser dan regangan normal.  

Ditinjau dari tegangan yang bekerja pada lamina, terdapat dua jenis rasio 

kopel. Jenis yang pertama adalah rasio kopel yang memberikan hubungan 

antara regangan geser dan regangan normal ketika lamina hanya menerima 

tegangan geser, dan yang kedua adalah rasio kopel yang memberikan hubungan 

antara regangan geser dan regangan normal ketika lamina hanya menerima 

tegangan normal.  

Pertama, mari kita bahas terlebih dahulu rasio kopel jenis yang pertama. 

Misalkan satu-satunya tegangan yang bekerja pada sebuah elemen lamina 

dengan arah serat 𝜃 adalah tegangan geser. Akibatnya, elemen lamina tersebut 

mengalami regangan geser 𝛾𝑥𝑦 . Selain itu, misalkan regangan normal yang 

dihasilkan oleh tegangan geser adalah 𝜀𝑥  dan 𝜀𝑦 . Dengan demikian, seperti 

pendefinisian rasio Poisson, rasio kopel yang memberikan hubungan antara 

regangan geser 𝛾𝑥𝑦 dan regangan normal 𝜀𝑥 didefinisikan sebagai 𝜂𝑥 ,𝑥𝑦, yaitu 

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 =
𝜀𝑥
𝛾𝑥𝑦

.                                                     (4.85) 

Ingat bahwa persamaan (4.85) berlaku jika satu-satunya tegangan yang bekerja 

adalah tegangan geser. Kemudian, rasio kopel yang memberikan hubungan 

antara regangan geser 𝛾𝑥𝑦 dan regangan normal 𝜀𝑦 didefinisikan sebagai 𝜂𝑦 ,𝑥𝑦, 

yaitu 

𝜂𝑦 ,𝑥𝑦 =
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦

.                                                      (4.86) 

Berdasarkan persamaan (4.85) dan (4.86), terlihat bahwa makin besar rasio 

kopel suatu lamina, makin besar juga regangan normal yang dihasilkan akibat 

adanya tegangan geser.  

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (4.45), jika satu-satunya tegangan 

yang bekerja adalah tegangan geser, dapat dituliskan bahwa 
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[
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.

0

0

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

                                   (4.87) 

sehingga 

𝜀𝑥 = 𝑆̅16 𝜏𝑥𝑦;                                                       (4.88) 

𝜀𝑦 = 𝑆̅26 𝜏𝑥𝑦;                                                       (4.89) 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑆̅66 𝜏𝑥𝑦.                                                      (4.90) 

Dengan demikian, koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 dapat ditulis sebagai 

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 =
𝑆̅16 

𝑆̅66

.                                                            (4.91) 

Berdasarkan persamaan (4.91), terlihat bahwa koefisien kopel merupakan 

fungsi arah serat 𝜃. Dengan menyubstitusikan persamaan (4.49) dan (4.52) ke 

persamaan (4.91), dapat dituliskan bahwa 

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 =
(2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚

3 − (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66)𝑛
3𝑚 

2 (2𝑆11 + 2𝑆22 − 4𝑆12 − 𝑆66) 𝑛
2𝑚2 + 𝑆66(𝑛

4 +𝑚4)
;         (4.92) 

dengan 𝑚 = cos 𝜃 dan 𝑛 = sin 𝜃.  

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (4.89) dan (4.90), koefisien kopel 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝜂𝑦 ,𝑥𝑦 =
𝑆̅26 

𝑆̅66

.                                                       (4.93) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (4.51) dan (4.52) ke persamaan (4.93), 

koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 juga dapat ditulis sebagai 

𝜂𝑦 ,𝑥𝑦 =
(2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛

3𝑚− (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚
3 

(2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛
3𝑚− (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚

3
.        (4.94) 

Berdasarkan persamaan (4.90) dan (4.92), karena nilai komponen 

matriks komplian tereduksi 𝑆𝑖𝑗 hanya bergantung pada sifat-sifat material, ini Bu
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berarti bahwa rasio kopel dari suatu lamina hanya bergantung pada arah serat 

dan sifat-sifat dari lamina tersebut.  

Contoh 4.10 

Sebuah lamina karbon/epoksi memiliki sifat dengan 𝐸1 = 150 GPa , 𝐸2 =
15 GPa , 𝜈12 = 0,25 , dan 𝐺12 = 8 GPa . Tentukan koefisien kopel 𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 dan 

𝜂𝑦 ,𝑥𝑦  dari lamina tersebut jika arah seratnya adalah 𝜃 = 20°. 

 

Jawab 

Untuk menentukan rasio kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 dan 𝜂𝑥𝑦 ,𝑦, kita perlu terlebih dahulu untuk 

menentukan komponen matriks komplian. Berdasarkan persamaan (3.58), 

komponen-komponen matriks komplian tereduksi adalah 

 𝑆11 = 6,67 × 10−12 Pa−1,                      𝑆22 = 6,67 × 10−11 Pa−1,                       

 𝑆12 = −1,67 × 10−12 Pa−1,                   𝑆66 = 1,25 × 10−10 Pa−1.                       

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (4.92), karena 𝑚 = cos(20°) =
0,94 dan 𝑚 = sin(20°) = 0,34, rasio kopel 𝜂𝑥 ,𝑥𝑦  adalah 

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 = 0,30. 

Sementara itu, berdasarkan persamaan (4.94), rasio kopel 𝜂𝑦 ,𝑥𝑦  adalah 

𝜂𝑦 ,𝑥𝑦 = 0,07.  

Jika rasio kopel 𝜂𝑥 ,𝑥𝑦  dan 𝜂𝑦 ,𝑥𝑦  lamina pada soal ini diplot sebagai fungsi arah 

serat 𝜃, akan tampak seperti yang ditunjukkan pada gambar di bawah.  
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J. Rasio Kopel akibat Tegangan Normal 

Sekarang, mari kita definisikan rasio kopel yang memberikan hubungan antara 

regangan geser dan regangan normal pada lamina dengan serat arah 𝜃 akibat 

tegangan normal yang bekerja. Seperti yang sudah kita bahas sebelumnya, 

ketika satu-satunya tegangan yang bekerja pada suatu elemen lamina adalah 

tegangan normal 𝜎𝑥 ,  selain menyebabkan regangan normal 𝜀𝑥,  tegangan 

tersebut juga menyebabkan regangan geser 𝛾𝑥𝑦. Rasio kopel yang memberikan 

hubungan antara regangan normal 𝜀𝑥  dan regangan geser 𝛾𝑥𝑦  ketika satu-

satunya tegangan yang bekerja adalah tegangan normal 𝜎𝑥  didefinisikan 

sebagai 𝜂𝑥 ,𝑥𝑦, yaitu 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 =
𝛾𝑥𝑦
𝜀𝑥
.                                                      (4.95) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.45), jika satu-satunya tegangan 

yang bekerja adalah tegangan 𝜎𝑥, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆̅11 𝑆̅12 𝑆̅16

𝑆̅12 𝑆̅22 𝑆̅26

𝑆̅16 𝑆̅26 𝑆̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

0

0

.

.]
 
 
 

                                   (4.96) 

sehingga 

𝜀𝑥 = 𝑆̅11 𝜎𝑥                                                       (4.97) 

dan 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑆̅16 𝜏𝑥𝑦.                                                     (4.98) 

Dengan demikian, koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 dapat ditulis sebagai 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 =
𝑆̅16 

𝑆̅11

.                                                          (4.99) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (4.47) dan (4.49) ke persamaan (4.99), 

dapat dituliskan bahwa  

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 =
(2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚

3 − (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66)𝑛
3𝑚 

𝑆11𝑚
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑛
4

.         (4.100) 
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Sama halnya seperti koefisien kopel akibat tegangan geser, koefisien kopel 

akibat tegangan normal juga hanya bergantung pada arah serat dan sifat-sifat 

lamina.  

Selanjutnya, ketika satu-satunya tegangan yang bekerja pada suatu 

elemen lamina adalah tegangan normal 𝜎𝑦 , rasio kopel yang memberikan 

hubungan antara regangan normal 𝜀𝑦  dan regangan geser 𝛾𝑥𝑦  didefinisikan 

sebagai 𝜂𝑦 ,𝑥𝑦, yaitu 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 =
𝛾𝑥𝑦
𝜀𝑦
.                                                         (4.101) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.45), jika satu-satunya tegangan 

yang bekerja adalah tegangan 𝜎𝑦, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆̅11 𝑆̅12 𝑆̅16

𝑆̅12 𝑆̅22 𝑆̅26

𝑆̅16 𝑆̅26 𝑆̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0

𝜎𝑦

0

.

.]
 
 
 

                                   (4.102) 

sehingga 

𝜀𝑦 = 𝑆̅22 𝜎𝑦                                                       (4.103) 

dan 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑆̅26 𝜏𝑥𝑦 .                                                     (4.104) 

Dengan demikian, koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 dapat ditulis sebagai 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 =
𝑆̅26 

𝑆̅22

.                                                        (4.105) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (4.50) dan (4.51) ke persamaan (4.105), 

dapat dituliskan juga bahwa  

𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 =
(2𝑆11 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛

3𝑚− (2𝑆22 − 2𝑆12 − 𝑆66) 𝑛𝑚
3 

𝑆11𝑛
4 + (2𝑆12 + 𝑆66) 𝑛

2𝑚2 + 𝑆22𝑚
4

.        (4.106) 

Koefisien kopel akibat tegangan normal 𝜎𝑦 juga hanya bergantung pada arah 

serat dan sifat dari lamina. 
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Contoh 4.11 

Tentukan koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 dan 𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 dari lamina pada Contoh 4.10. 

 

Jawab 

Kita sudah menentukan komponen-komponen matriks komplian tereduksi pada 

Contoh 4.11. Dengan demikian, karena 𝑚 = cos(20°) = 0,94  dan 𝑚 =
sin(20°) = 0,34, berdasarkan persamaan (4.101), koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 adalah 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 = 1,67. 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.105), koefisien kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 adalah 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 = 0,11. 

Jika rasio kopel 𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 dan 𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 lamina pada soal ini diplot sebagai fungsi arah 

serat 𝜃, akan tampak seperti yang ditunjukkan pada gambar di bawah.  

 

 

 

 

 

 

 

Soal-soal 

1. Misalkan sebuah lamina menerima tegangan seperti ditunjukkan pada 

Gambar di bawah. Jika lamina tersebut memiliki sifat dengan 𝐸1 = 60 GPa, 

𝐸2 = 8 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 𝐺12 = 6 GPa, tentukan regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 

𝛾𝑥𝑦 yang dialami lamina tersebut. 
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2. Misalkan sebuah lamina menerima tegangan seperti ditunjukkan pada 

gambar di bawah. Jika lamina tersebut memiliki sifat dengan 𝐸1 =
130 GPa, 𝐸2 = 12 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 𝐺12 = 9 GPa, tentukan tegangan 

𝜎1, 𝜎2 dan 𝜏12, regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦  dan 𝛾𝑥𝑦  dan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 yang dialami 

oleh lamina tersebut. 

   

 

 

3. Tentukan modulus Young 𝐸𝑥, 𝐸𝑦, modulus geser 𝐺𝑥𝑦, dan rasio Poisson 

𝜈𝑥𝑦 dari lamina pada soal nomor 1. 

4. Misalkan elemen lamina pada gambar di bawah mengalami regangan 

berupa 𝜀𝑥 = 0,5 × 10
−6 , 𝜀𝑦 = 10

−7 , dan 𝛾𝑥𝑦 = 1,5 × 10
−9 . Jika lamina 

tersebut memiliki sifat dengan 𝐸1 = 70 GPa , 𝐸2 = 12 GPa , 𝜈12 = 0,25 , 

dan 𝐺12 = 8 GPa, Tentukan tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang bekerja pada 

lamina tersebut. 

 

 

 

𝑥 

𝑦 

1 2 
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𝑥 
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5. Buktikan bahwa 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑥 = 𝐸𝑥 [(
2

𝐸1

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin 𝜃 cos3 𝜃 − (
2

𝐸2

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin3 𝜃 cos𝜃] 

dan 

𝜂𝑥𝑦 ,𝑦 = 𝐸𝑦 [(
2

𝐸1

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin3 𝜃 cos𝜃 − (
2

𝐸2

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin𝜃 cos3 𝜃]. 

6. Buktikan bahwa 

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 = 𝐺𝑥𝑦 [(
2

𝐸1

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin 𝜃 cos3 𝜃 − (
2

𝐸2

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin3 𝜃 cos𝜃] 

dan 

𝜂𝑦,𝑥𝑦 = 𝐺𝑥𝑦 [(
2

𝐸1

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin3 𝜃 cos𝜃 − (
2

𝐸2

+
2𝜈12

𝐸1

−
1

𝐺12

) sin𝜃 cos3 𝜃]. 

7. Buktikan bahwa 

𝜂𝑥 ,𝑥𝑦 =
𝐺𝑥𝑦
𝐸𝑥

𝜂𝑥𝑦,𝑥 

dan 

𝜂𝑦,𝑥𝑦 =
𝐺𝑥𝑦
𝐸𝑥

𝜂𝑥𝑦,𝑦 . 
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BAB V  

TEGANGAN DAN REGANGAN 

LAMINAT 

Pada dua bab sebelumnya, kita sudah membahas konsep tentang 

makromekanika lamina. Pada kedua bab tersebut, kita membahas respons 

sebuah lamina ketika menerima gaya dari luar. Kita juga mengetahui bahwa 

lamina relatif jauh lebih lemah pada arah yang tegak lurus dengan arah seratnya. 

Selain itu, satu lapis lamina sangatlah tipis sehingga tidak mampu menahan 

beban yang cukup besar. Oleh sebab itu, seperti yang sudah kita bahas pada Bab 

I, dalam pengaplikasiannya, material komposit yang digunakan adalah material 

komposit dalam bentuk lamina-lamina yang disusun dalam beberapa lapis 

dengan arah serat yang berbeda-beda sehingga menjadi sebuah laminat.  

Pada bab ini, kita akan membahas konsep tentang mekanika dari laminat 

tersebut. Sebagaimana peta konsep pada Gambar 5.1, pertama, kita membahas 

terlebih dahulu cara penamaan sebuah laminat. Kemudian, kita membahas cara 

mendeskripsikan regangan yang dialami oleh sebuah laminat. Dengan telah 

mengetahui regangan yang dialami oleh sebuah laminat, kita dapat menentukan 

tegangan yang dialami oleh laminat tersebut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Gambar 5.1 Peta Konsep Bab 5 
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A. Penamaan Laminat 

Untuk menganalisis sebuah laminat, kita perlu membuat sebuah sistem 

koordinat dengan sumbu 𝑥 berada di tengah-tengah ketebalan laminat seperti 

ditunjukkan pada Gambar 5.2a. Berdasarkan Gambar 5.2a, terlihat bahwa 

sumbu 𝑥 mengarah ke kanan, sumbu 𝑧 mengarah ke bawah, dan berdasarkan 

aturan tangan kanan, sumbu 𝑦 mengarah ke luar bidang buku ini.  

 

Keterangan: (a) Laminat pada Bidang 𝑥𝑧 dan (b) Laminat pada Bidang 𝑥𝑦  

Gambar 5.2 Sketsa Laminat pada Sistem Koordinat 𝑥𝑦𝑧. 

Laminat pada Gambar 5.2 memiliki ketebalan 𝐻  dan terdiri dari 𝑁  lapisan. 

Lapisan pertama, berada pada arah sumbu 𝑧 yang paling negatif dan lapisan ke-

𝑁 atau lapisan terakhir berada pada arah sumbu 𝑧 yang paling positif. Secara 

umum, ketebalan setiap lamina tidak harus sama sehingga dapat dituliskan 

bahwa ketebalan lamina pada lapisan ke-𝑘  adalah ℎ𝑘  dan lapisan tersebut 

dibatasi oleh titik 𝑧𝑘−1 dan 𝑧𝑘. 

Arah serat pada setiap lamina penyusun dinyatakan dalam bentuk sudut 

𝜃 , yaitu sudut yang dihitung dari sumbu 𝑥  positif seperti ditunjukkan pada 
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Gambar 5.2b. Berdasarkan aturan tangan kanan, arah sumbu 𝑧 mengarah keluar 

bidang halaman sehingga lamina pada gambar tersebut merupakan lapisan ke-

𝑁. Untuk menyatakan susunan dari sebuah laminat, kita menggunakan notasi 

seperti [0/45/−45/0] . Susunan [0/45/−45/0]  menunjukkan bahwa arah 

serat dari lamina mulai dari lapisan pertama sampai ke lapisan ke-𝑁 secara 

berturut-turut adalah 0°, 45°, −45°, dan 0°. Artinya, angka yang paling kiri 

menyatakan arah serat lamina pada lapisan pertama dan angka yang paling 

kanan menyatakan arah serat lamina pada lapisan ke 𝑁. Kemudian, susunan 
[0/45/−45/0]  biasanya lebih sering ditulis sebagai[0/±45/0] . Selain itu, 

laminat biasanya dibuat dengan susunan lamina yang simetris seperti 
[0/90/90/0/0/90/90/0]. Oleh karena itu, untuk mempersingkat penulisan, 

susunan tersebut dapat ditulis sebagai [0/90/90/0]𝑆.  Subskrip 𝑆  pada 

penulisan tersebut menunjukkan susunan yang simetris. Selain itu, biasanya 

notasi [0/90/90/0] juga dipahami sama dengan [0/90/90/0]𝑆  atau [0/90/
90/0/0/90/90/0]. Oleh sebab itu, untuk menegaskan bahwa laminat dengan 

susunan [0/90/90/0] hanya terdiri dari empat lamina, susunan tersebut ditulis 

sebagai[0/90/90/0]𝑇 , dengan subskrip 𝑇 dapat dipikirkan sebagai subskrip 

yang menunjukkan susunan total. 

B. Asumsi Dasar Laminat 

Analisis tentang laminat yang akan kita bahas didasarkan pada beberapa asumsi 

yang disebut sebagai hipotesis Kirchhoff. Teori yang dikembangkan 

berdasarkan hipotesis Kirchhoff tersebut disebut sebagai teori laminasi klasik. 

Untuk mengetahui asumsi-asumsi yang digunakan pada teori laminasi klasik 

tersebut, mari kita tinjau sebuah pelat laminat yang ditunjukkan pada Gambar 

5.3a. Garis 𝐴𝐴′  merupakan garis yang tegak lurus dengan masing-masing 

permukaan bidang lamina penyusun.  

Keterangan: (a) Laminat pada Kondisi Awal dan (b) Laminat yang Mengalami Deformasi 

Gambar 5.3 Pelat Lamina yang Dilalui Garis 𝐴𝐴′ 

𝐴 

𝐴′ 

(b) 

𝐴 

𝐴′ 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

(a) 
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Asumsi pertama yang diperlukan dalam menganalisis laminat adalah 

setiap lamina penyusun diasumsikan terikat dengan sempurna sehingga tidak 

ada slip yang terjadi di antara lamina-lamina tersebut ketika laminat 

terdeformasi. Ketika laminat pada Gambar 5.3a mengalami deformasi seperti 

ditunjukkan pada Gambar 5.3b, elemen laminat yang dilalui oleh garis 𝐴𝐴′ 
mengalami perpindahan. Elemen laminat yang dilalui oleh garis 𝐴𝐴′  jika 

ditinjau dari bidang 𝑥𝑧 dan 𝑦𝑧 secara berturut-turut ditunjukkan pada Gambar 

5.4a dan 5.4b. Berdasarkan kedua gambar tersebut, bidang yang berimpit 

dengan sumbu 𝑥 disebut sebagai bidang referensi. Bidang referensi tersebut 

tegak lurus dengan garis 𝐴𝐴’. Jika ditinjau dari bidang 𝑥𝑧, perpindahan yang 

dialami oleh elemen laminat diasumsikan seperti ditunjukkan pada Gambar 

5.4b.   

Keterangan: (a) Sebelum Terdeformasi dan (b) Setelah Terdeformasi 

Gambar 5.4 Elemen Laminat pada Bidang 𝑥𝑧 

Asumsi berikutnya adalah selama deformasi terjadi, garis 𝐴𝐴′  selalu 

tegak lurus dengan permukaan bidang setiap lamina. Selain itu, juga 

diasumsikan bahwa jarak titik 𝑡 ke titik 𝑡′ bernilai konstan. Dengan kata lain, 

ketebalan laminat tidak berubah. Tentu hal ini tidak sesuai dengan apa yang 

sudah kita bahas pada bab-bab sebelumnya. Meskipun kita menggunakan 
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asumsi tegangan bidang, regangan pada arah tegak lurus bidang tetap bisa 

terjadi sehingga ketebalan sebuah laminat ketika menerima gaya luar tidak 

selalu bernilai konstan. Namun, mengasumsikan bahwa ketebalan laminat 

bernilai konstan akan memudahkan kita dalam menganalisis suatu laminat. 

 Berdasarkan Gambar 5.4b, dapat dilihat bahwa elemen laminat 

mengalami perpindahan ke kanan bawah. Dengan asumsi-asumsi yang telah 

dipaparkan, ini berarti bahwa perpindahan yang dialami oleh elemen laminat 

dapat diwakili oleh perpindahan yang dialami oleh garis 𝐴𝐴′ . Perpindahan 

tersebut berupa perpindahan akibat gerak translasi ke kanan bawah dan gerak 

rotasi pada arah yang searah dengan putaran jarum jam. Selain itu, juga 

diasumsikan bahwa besar perpindahan yang terjadi sangat kecil. Berdasarkan 

asumsi-asumsi ini, kita bisa mendefinisikan regangan yang dialami oleh sebuah 

laminat. 

C. Perpindahan Elemen Laminat 

Untuk menentukan regangan laminat yang mengalami deformasi, kita perlu 

meninjau perpindahan yang dialami oleh titik 𝑃, yaitu sembarang titik yang 

berada di garis 𝐴𝐴′ dan berada sejauh 𝑧 dari titik 𝑃0 seperti ditunjukkan pada 

Gambar 5.5. Berdasarkan gambar tersebut, titik  𝑃0 merupakan titik yang berada 

di perpotongan bidang referensi dengan garis 𝐴𝐴′ . Garis 𝐴𝐴′  diasumsikan 

selalu tegak lurus terhadap permukaan setiap lamina dan ketebalan laminat 

diasumsikan bernilai konstan maka perpindahan yang dialami oleh titik 𝑃 dapat 

ditentukan jika perpindahan yang dialami oleh titik 𝑃0 dan rotasi yang dialami 

oleh garis 𝐴𝐴′ diketahui.  

Sekarang, mari kita tentukan terlebih dahulu perpindahan yang dialami 

oleh titik 𝑃 pada arah 𝑥. Perhatikan bahwa komponen vektor perpindahan titik 

𝑃 akibat titik 𝑃0 yang bertlanslasi sejauh 𝒖0  ke kanan adalah 𝑢0 . Kemudian, 

pembengkokan yang dialami oleh laminat meyebabkan garis 𝐴𝐴’ berotasi pada 

arah putaran jarum jam sebesar 𝜃.  Dengan demikian, rotasi tersebut 

menyebabkan titik 𝑃  mengalami perpindahan pada arah 𝑥  negatif sebesar 

𝑧 sin 𝜃 . Dengan demikian, komponen perpindahan total titik 𝑃  pada arah 𝑥 

adalah 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), yaitu 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧 sin 𝜃.                                         (5.1) 

Kemudian, perhatikan bahwa karena sudut 𝜃  sangat kecil, dapat 

dituliskan bahwa 𝜃 = tan 𝜃  dan ini berarti bahwa 𝜃  merupakan kemiringan 

permukaan elemen laminat yang mengalami pembengkokan. Dengan demikian, 

dapat dituliskan bahwa 

𝜃 =
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
.                                                             (5.2) 
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Gambar 5.5 Elemen Laminat pada Gambar 5.3 yang Ditinjau dari Bidang 𝑥𝑧 

Dengan menyubstitusikan persamaan (5.2) ke persamaan (5.1), komponen 

perpindahan titik 𝑃 pada arah 𝑥 dapat ditulis sebagai  

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
.                                           (5.3) 

Untuk menentukan komponen vektor perpindahan titik 𝑃 pada arah 𝑦, 

kita perlu meninjau elemen elemen laminat dari bidang 𝑦𝑧 seperti ditunjukkan 

pada Gambar 5.6. Berdasarkan gambar tersebut, dapat dilihat bahwa komponen 

vektor perpindahan titik 𝑃 akibat titik 𝑃0 yang bertranslasi sejauh 𝒗0 ke kiri 

adalah 𝑣0. Kemudian, pembengkokan yang dialami oleh laminat menyebabkan 

garis 𝐴𝐴’ berotasi pada arah yang berlawanan dengan putaran jarum jam 

sebesar 𝛽. Rotasi ini menyebabkan titik 𝑃 mengalami perpindahan pada arah 𝑦  Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 Tegangan dan Regangan …  |  141 

 

Gambar 5.6 Elemen Laminat pada Gambar 5.3 yang Ditinjau dari 

Bidang 𝑦𝑧 

negatif sebesar 𝑧 sin 𝛽. Dengan demikian, perpindahan total titik 𝑃 pada arah 𝑦 

adalah 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧), yaitu 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧 sin 𝛽.                                         (5.4) 

Kemudian, karena sudut 𝛽 sangat kecil, dapat dituliskan bahwa 𝛽 = tan 𝛽 dan 

ini berarti bahwa 𝛽 merupakan kemiringan permukaan elemen laminat yang 

mengalami pembengkokan ketika ditinjau dari bidang 𝑦𝑧. Dengan demikian, 

dapat dituliskan bahwa 

𝛽 =
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
.                                                            (5.5) 
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Dengan menyubstitusikan persamaan (5.5) ke persamaan (5.4), perpindahan 

titik 𝑃 pada arah 𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
.                                           (5.6) 

Selanjutnya, perhatikan bahwa rotasi yang dialami garis 𝐴𝐴’  hanya 

menyebabkan titik 𝑃  mengalami perpindahan pada arah 𝑥  dan 𝑦.  Artinya, 

perpindahan yang dialami oleh titik 𝑃  pada arah 𝑧  hanya disebabkan oleh 

translasi titik 𝑃0  pada arah 𝑧. Karena komponen vektor perpindahan titik 𝑃0 

pada arah 𝑧 adalah 𝑤0, perpindahan total titik 𝑃 pada arah 𝑧 adalah 𝑤, yaitu 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦).                                                   (5.7) 

Rumusan perpindahan yang diberikan oleh persamaan (5.3), (5.6), dan 

(5.7) memungkinkan kita untuk menentukan regangan yang dialami oleh 

laminat berdasarkan konsep regangan yang sudah kita bahas pada Bab I. 

Kemudian, dengan mengetahui regangan yang dialami oleh laminat, kita bisa 

menentukan tegangan yang dialami oleh laminat tersebut.  

D. Regangan Laminat 

Berdasarkan definisi regangan yang sudah kita bahas pada Bab I, yaitu definisi 

regangan yang diberikan oleh persamaan (1.14), karena perpindahan pada arah 

𝑥 yang dialami oleh titik 𝑃 adalah 𝑢, regangan pada arah 𝑥 dari elemen laminat 

dapat ditulis sebagai 𝜀𝑥, yaitu 

𝜀𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
.                                                (5.8) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (5.3) ke persamaan (5.8), regangan 

elemen laminat pada arah 𝑥 adalah 

𝜀𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
)                  

maka 

𝜀𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑢0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
.                               (5.9) 

Karena 𝜕𝑤0 𝜕𝑥⁄  merupakan kemiringan bidang referensi, turunannya terhadap 

𝑥, yaitu 𝜕2𝑤0 𝜕𝑥2⁄  merupakan laju perubahan kemiringan dari bidang referensi 
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tersebut. Artinya, berdasarkan definisi kelengkungan, 𝜕2𝑤0 𝜕𝑥2⁄  merupakan 

kelengkungan dari bidang referensi tersebut. Sementara itu, 𝜕𝑢0 𝜕𝑥⁄  

merupakan regangan bidang referensi akibat perpindahan titik 𝑃0 pada arah 𝑥. 

Dengan demikian, dengan mendefinisikan 𝜅𝑥
0 sebagai 

𝜅𝑥
0
= −

𝜕2𝑤0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
                                                (5.10) 

dan 𝜀𝑥
0 sebagai 

𝜀𝑥
0
=
𝜕𝑢0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
,                                                       (5.11) 

regangan elemen laminat pada arah 𝑥 dapat ditulis sebagai 

𝜀𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0(𝑥, 𝑦).                                            (5.12) 

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (5.6), regangan pada arah 𝑦 dapat 

ditulis sebagai 𝜀𝑦, yaitu 

𝜀𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
)                                 

maka 

𝜀𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑣0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕2𝑤0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
.                               (5.13) 

Dengan cara yang sama, dengan mendefinisikan 𝜀𝑦
0 sebagai 

𝜀𝑦
0
=
𝜕𝑣0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
,                                                 (5.14) 

yaitu regangan yang dialami regangan bidang referensi akibat perpindahan titik 

𝑃0 pada arah 𝑦, dan 𝜅𝑦
0 sebagai 

𝜅𝑦
0
= −

𝜕2𝑤0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
,                                           (5.15) 

yaitu negatif dari kelengkungan bidang referensi pada arah 𝑦, persamaan (5.13) 

dapat ditulis sebagai Bu
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𝜀𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0(𝑥, 𝑦).                                       (5.16) 

Kemudian, karena ketebalan laminat diasumsikan bernilai konstan, ini 

berarti bahwa 

𝜀𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.                                                     (5.17) 

Perpindahan titik 𝑃  pada arah 𝑧  bukan disebabkan oleh adanya regangan, 

melainkan oleh pembengkokan yang dialami oleh elemen laminat.  

Selanjutnya, perhatikan bahwa karena diasumsikan bahwa garis 𝐴𝐴′ 
selalu tegak lurus dengan permukaan setiap lapisan lamina, ini berarti bahwa 

tegangan geser pada bidang 𝑥𝑧 dan 𝑦𝑧 bernilai nol. Dengan demikian, dapat 

dituliskan bahwa 

𝛾𝑥𝑧 = 0,                          𝛾𝑦𝑧 = 0.                                      (5.18) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (1.18), (5.3), dan (5.6), regangan geser pada 

bidang 𝑥𝑦 adalah 𝛾𝑥𝑦, yaitu 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
 )             

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕𝑣0

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
                                                                      

maka 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣0

𝜕𝑥
− 2𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
.                                                                        (5.19) 

Berdasarkan persamaan (5.19), perhatikan bahwa 

𝛾𝑥𝑦
0
=
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣0

𝜕𝑥
                                                (5.20) 

merupakan regangan geser pada bidang 𝑥𝑦 akibat regangan yang dialami oleh 

bidang referensi pada arah 𝑥 dan 𝑦. Kemudian, perhatikan bahwa  

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
)                                                (5.21) 

menunjukkan laju perubahan pembengkokan pada arah 𝑥 di sepanjang sumbu 

𝑦. Ilustrasi dari besaran 𝜕2𝑤0 𝜕𝑥𝜕𝑦⁄  tersebut ditunjukkan pada Gambar 5.7.  
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Gambar 5.7 Ilustrasi Besaran 𝜕2𝑤0 𝜕𝑥𝜕𝑦⁄  

Misalkan kedua vektor pada gambar tersebut merupakan vektor yang berimpit 

dengan garis singgung permukaan bidang pada arah 𝑥 di titik 𝐴 dan 𝐵. Dari 

gambar tersebut, dapat dilihat bahwa di sepanjang garis 𝑥1  atau jika kita 

menyusuri arah 𝑦,  pembengkokan pada arah 𝑥  terus bertambah. Dengan 

mendefiniskan 𝜅𝑥𝑦
0  sebagai  

𝜅𝑥𝑦
0
= −2

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
,                                                    (5.22) 

berdasarkan persaman (5.20) dan (5.22), persamaan (5.19) dapat ditulis sebagai  

𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0
.                                                  (5.23) 

Dengan demikian, persamaan (5.12), (5.16), dan (5.13) dapat ditulis 

dalam bentuk yang padu, yaitu 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

 =

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0

.

.]
 
 
 

.                                          (5.24) 

Terlihat bahwa secara umum, regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  merupakan fungsi 𝑧 

atau ketebalan. Artinya, ketika suatu laminat mengalami deformasi, regangan 

yang dialami oleh setiap lamina penyusun bisa saja berbeda. Bahkan, regangan 

di sepanjang ketebalan lamina penyusun juga bisa berbeda. Selain itu, regangan 

di sepanjang ketebalan tersebut diketahui jika regangan pada bidang referensi 

diketahui. 
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Contoh 5.1 

Bidang referensi sebuah elemen laminat dengan susunan [±45/0]𝑆 mengalami 

regangan sebagai berikut: 

𝜀𝑥
0
= 950 × 10−6,                   𝜅𝑥

0
= 0,                                                

𝜀𝑦
0
= 0,                                      𝜅𝑦

0
= 0,                                                

𝛾𝑥𝑦
0
= 0,                                    𝜅𝑥𝑦

0
= 0.                                                

Jika ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,15 mm , tentukan regangan 

yang dialami elemen laminat di sepanjang ketebalan laminat tersebut. 

 

Jawab 

Berdasarkan persaman (5.24), dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

(950 × 10−6) + 𝑧(0)

0+ 𝑧(0)

0+ 𝑧(0)

.

.]
 
 
 

               

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

.                                                          (a) 

Terlihat bahwa regangan 𝜀𝑥 bernilai konstan di sepanjang ketebalan laminat. 

Kemudian, regangan 𝜀𝑦  dan 𝛾𝑥𝑦  sama dengan nol. Berdasarkan persaman a, 

regangan di sepanjang ketebalan bisa digambarkan seperti ditunjukkan pada 

gambar di bawah. Perhatikan bahwa 950 × 10−6 = 950 𝜇 mm mm⁄ .  
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Contoh 5.2 

Misalkan elemen laminat dengan susunan [±45/0]𝑆  mengalami 

pembengkokan seperti ditunjukkan pada gambar berikut. Jika radius 

kelengkungan 𝑅0adalah 0,15 m  dan regangan elemen laminat pada titik 𝑃0 

adalah 𝜀𝑥
0 = 500 × 10−6, tentukan regangan yang dialami laminat di sepanjang 

ketebalan laminat tersebut. Diketahui bahwa ketebalan setiap lamina penyusun 

adalah 0,15 mm. Kemudian, 𝜀𝑦
0, 𝛾𝑥𝑦

0 , 𝜅𝑦
0, dan 𝜅𝑥𝑦

0  bernilai nol. 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃0 

𝑅0 

𝑧 

𝑥 

z 
(m
m
) 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−3.000 −2.000 −1.000 0 1.000 2.000 3.000 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝜀𝑦  (𝜇 mm mm⁄ ) 

z 
 (
m
m
) 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−3.000 −2.000 −1.000 0 1.000 2.000 3.000 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝛾𝑥𝑦  (𝜇 mm mm⁄ ) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



148  |  Mekanika Material Komposit: … 

Jawab 

Karena elemen laminat mengalami pembengkokan, kita perlu terlebih dahulu 

menentukan 𝜅𝑥
0 . Perlu diketahui bahwa radius kelengkungan didefinsikan 

sebagai satu per kelengkungan sehingga dapat dituliskan bahwa 

            𝜅𝑥
0
=

1

𝑅0
=

1

0,15 m
=

1

150 mm
        

  = 0,0067 mm−1           

Dengan demikian, berdasarkan persaman (5.24), regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 yang 

dialami laminat adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

(500 × 10−6) + 𝑧(0,0067)

0+ 𝑧(0)

0+ 𝑧(0)

.

.]
 
 
 

                 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

(500 × 10−6) + 𝑧(0,0067 )

0

0

.

.]
 
 
 

,                                 (a) 

dengan 𝑧 dalam satuan mm. Perhatikan bahwa karena ketebalan setiap lamina 

adalah 0,15 mm, permukaan laminat pada arah 𝑧 negatif berada di titik z =
−0,45 mm. Regangan elemen laminat pada titik tersebut adalah 

𝜀𝑥 = (500 × 10−6) + (−0,45 mm)(0,0067 mm−1) 

= −2.515 × 10−6  mm mm⁄                                 

maka 

𝜀𝑥 = −2.515 𝜇 mm mm.⁄                                                                  (b) 

Tanda minus menunjukkan bahwa permukaan laminat pada arah 𝑧  negatif 

mengalami kompresi akibat pembengkokan.  

Kemudian, permukaan laminat pada arah z positif berada di titik z =
0,45 mm. Dengan demikian, regangan yang dialami oleh elemen laminat pada 

titik tersebut adalah Bu
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 𝜀𝑥 = (500 × 10−6) + (0,45 mm)(0,0067 mm−1)    

𝜀𝑥 = 3.515 × 10−6  mm mm⁄                                          

maka 

𝜀𝑥 = 3.515 𝜇 mm mm.⁄                                                                    (c) 

Tanda positif menunjukkan bahwa permukaan laminat pada arah 𝑧  positif 

mengalami peregangan.  

Berdasarkan persamaan (a), (b), dan (c), regangan yang dialami oleh 

element laminat di sepanjang ketebalan laminat tersebut dapat digambarkan 

seperti pada gambar berikut. Terlihat bahwa pada rentang (−0,45 mm) ≤ 𝑧 <
𝑧∗, elemen laminat mengalami regangan tekan atau kompresi. Hal ini ditandai 

dengan regangan yang bernilai negatif. Kemudian, pada titik 𝑧∗, elemen laminat 

tidak mengalami regangan tekan dan regangan tarik. Hal ini ditandai dengan 

regangan yang bernilai nol. Kemudian, pada rentang 𝑧∗ < 𝑧 < (0,45 mm) , 

elemen laminat mengalami regangan tarik. Hal ini ditandai dengan regangan 

yang bernilai positif.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−3.000 −2.000 −1.000 0 1.000 2.000 3.000 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝜀𝑥  (𝜇 mm mm⁄ ) 

𝑧∗ 

z 
 (
m
m
) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



150  |  Mekanika Material Komposit: … 

Kemudian, titik 𝑧∗  dapat ditentukan dengan menjadikan 𝜀𝑥 = 0  pada 

persamaan (c), yaitu  

0 = (1.000 × 10−6) + 𝑧∗ (0,0067 mm−1), 

𝑧∗ =
−(1.000 × 10−6)

(0,0067 mm−1)
= −0,75 mm.             

E. Tegangan Laminat 

Pada Bab IV, kita sudah membahas hubungan antara tegangan dan regangan 

pada sistem koordinat global. Hubungan tersebut diberikan oleh persamaan 

(4.55), yaitu 

 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.                                  (4.55) 

Berdasarkan persamaan (5.24), persamaan (4.55) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0

.

.]
 
 
 

.                           (5.25) 

Berdasarkan persamaan (5.25), dapat dilihat bahwa karena regangan merupakan 

fungsi ketebalan atau 𝑧, tegangan yang dialami laminat juga merupakan fungsi 

𝑧. Kemudian, perhatikan bahwa tegangan merupakan fungsi 𝑧 yang tidak hanya 

disebabkan oleh regangan yang merupakan fungsi 𝑧, tetapi juga disebabkan 

oleh matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi bergantung pada arah 

serat. Dengan demikian, jika sebuah laminat terdiri dari lapisan lamina dengan 
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arah yang berbeda-beda, setiap lapisan yang memiliki arah yang berbeda 

tersebut juga memiliki matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi yang 

berbeda sehingga perbedaan tersebut dapat menyebabkan nilai tegangan pada 

setiap lapisan juga berbeda-beda. Selain itu, perbedaan matriks kekakuan 

tereduksi yang ditransformasi tidak hanya dapat disebabkan oleh perbedaan 

arah serat, tetapi juga dapat disebabkan oleh jenis lamina yang berbeda karena 

bisa saja suatu laminat terdiri dari beberapa jenis laminat. 

Contoh 5.3 

Misalkan laminat pada Contoh 5.1 dibuat dari lamina yang sudah dibahas pada 

Contoh 4.6, yaitu lamina dengan 𝐸1 = 55 GPa, 𝐸2 = 15 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 

𝐺12 = 7 GPa. Tentukan tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang bekerja di sepanjang 

ketebalan laminat tersebut. Kemudian, tentukan juga tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 

yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat tersebut. 

 

Jawab 

a) Karena laminat memiliki susunan [±45/0]𝑆, ini berarti bahwa terdapat tiga 

arah serat pada laminat tersebut, yaitu 45°, −45°, dan 0°. Oleh sebab itu, 

kita perlu menentukan matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari 

ketiga arah tersebut. 

Pertama, mari kita tentukan terlebih dahulu matriks kekakuan 

tereduksi dari lamina dengan serat pada arah 0°. Pada lamina dengan arah 

serat 0°, ini berarti bahwa arah serat atau arah 1 dari lamina tersebut searah 

dengan arah 𝑥.  Dengan kata lain, matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari lamina tersebut sama dengan matriks kekakuan 

tereduksinya. Pada Contoh 4.6, kita sudah menentukan matriks kekakuan 

tereduksi tersebut. Dengan demikian, matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari lamina yang seratnya adalah pada arah 0° dapat ditulis 

sebagai 𝑄̅(0°), yaitu 

𝑄̅(0°) =

[
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0 0 𝑄66

.

.]
 
 
 

                                                 

maka 

𝑄̅(0°) =

[
 
 
 

.

.

5,60 0,38 0

0,38 1,53 0

0 0 0,7

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                    (a) Bu
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Kemudian, pada Contoh 4.6, kita juga sudah menentukan matriks kekakuan 

tereduksi yang ditransformasi dari lamina yang seratnya adalah pada arah 

45°, yaitu  

𝑄̅(45°) =

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 1,02

1,27 2,67 1,02

1,02 1,02 1,60

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                              (b) 

Selanjutnya, seperti yang sudah kita bahas pada Bab IV, pada 

matriks komplian tereduksi yang ditransformasi, 𝑄̅12  dan komponen 

diagonal yang lain merupakan fungsi genap, sedangkan, 𝑄̅16  dan 𝑄̅26 

merupakan fungsi ganjil. Ini berarti bahwa  

𝑄̅12(𝜃) = 𝑄̅12(−𝜃), 

𝑄̅11(𝜃) = 𝑄̅11(−𝜃), 

𝑄̅22(𝜃) = 𝑄̅22(−𝜃), 

𝑄̅66(𝜃) = 𝑄̅66(−𝜃); 

dan 

𝑄̅16(𝜃) = −𝑄̅16(−𝜃), 

𝑄̅26(𝜃) = −𝑄̅26(−𝜃).           

Oleh karena itu, matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari 

lamina yang seratnya adalah pada arah −45° dapat ditulis sebagai  

𝑄̅(−45°) =

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 −1,02

1,27 2,67 −1,02

−1,02 −1,02 1,60

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                       (c) 

Sekarang, mari tentukan tegangan yang bekerja pada lamina dengan 

serat arah 0° . Pada Contoh 5.1, kita sudah menentukan regangan yang 

dialami oleh elemen laminat. Regangan di sepanjang ketebalan bernilai 

konstan, yaitu 
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[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

. 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (a) dan (4.54), tegangan yang 

bekerja pada lamina dengan serat arah 0° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

5,60 0,38 0

0,38 1,53 0

0 0 0,7

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

53,16

3,62

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                       (d) 

Karena susunan laminat adalah [±45/0]𝑆  dan ketebalan masing-masing 

lamina penyusun adalah 0,15 mm, ini berarti bahwa persamaan (d) berlaku 

pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (15 mm).  

Kemudian, berdasarkan persamaan (b), tegangan yang bekerja pada 

lamina dengan serat arah 45° adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 1,02

1,27 2,67 1,02

1,02 1,02 1,60

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

25,38

12,08

9,66

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                        (e) 

Persamaan  (e) berlaku pada rentang (−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30  mm) 
dan (0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm). 

Kemudian, berdasarkan persamaan (c), tegangan yang bekerja pada 

lamina dengan serat arah −45° adalah  
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 −1,02

1,27 2,67 −1,02

−1,02 −1,02 1,60

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa      

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

25,38

12,08

−9,66

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                        (f) 

Persamaan (e) berlaku pada rentang (−0,30 mm) ≤ z ≤ (−0,15 mm) dan 

(0,15 mm) ≤ z ≤ (0,30 mm). 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (d), (e), dan (f), tegangan 

yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan seperti 

ditunjukkan pada gambar di bawah.  
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Terlihat bahwa karena lamina dengan arah serat 0°  searah dengan arah 

regangan laminat, lamina tersebut menahan beban lebih besar dibanding 

lamina dengan arah serat 45° dan −45°. Kemudian, karena regangan 𝜀𝑦 =

0, ini berarti bahwa terdapat tegangan tarik pada arah 𝑦. Karena lamina 

dengan serat arah 0° relatif lemah pada arah 𝑦, tegangan tarik pada arah 𝑦 

yang diterima oleh lamina 45° dan −45° relatif lebih besar. 

b) Pada lamina dengan serat arah 0°, karena arah 1, 2, dan 3 secara berturut-

turut searah dengan arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧, berdasarkan persamaan (d), tegangan 

𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 pada lamina tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

53,16

3,62

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                           (g) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.16), dengan 𝑚 = cos(45°) dan 𝑛 =
sin(45°) , tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  pada lamina dengan serat arah 45° 
adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

25,38

12,08

9,66

.

.]
 
 
 

MPa                                 

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

28,39

9,06

−6,65

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                        (h) 

Kemudian, dengan 𝑚 = cos(−45°) dan 𝑛 = sin(−45°), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 pada lamina dengana arah serat −45° adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

25,38

12,08

−9,66

.

.]
 
 
 

MPa                               

maka 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



156  |  Mekanika Material Komposit: … 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

28,39

9,06

6,65

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                         (i) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (g), (h), dan (i), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan 

seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Contoh 5.4 

Misalkan laminat pada Contoh 5.2 merupakan laminat yang sama dengan 

laminat pada Contoh 5.3. Tentukan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 yang bekerja di 

sepanjang ketebalan laminat tersebut. Kemudian, tentukan juga tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat tersebut. 
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Jawab 

a) Regangan di sepanjang ketebalan laminat diberikan oleh persamaan (a) 

pada Contoh 5.2. Kemudian, matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari lamina dengan serat arah 0° diberikan oleh persamaan 

(a) pada Contoh 5.3. Berdasarkan kedua persamaan tersebut, tegangan yang 

bekerja di sepanjang ketebalan lamina dengan serat arah 0° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

5,60 0,38 0

0,38 1,53 0

0 0 0,7

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(500 × 10−6) + 𝑧(0,0067 )

0

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0028+ 0,0375𝑧 

0,0002+ 0,0025𝑧 

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                                                 (a) 

Persamaan (a) berlaku pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (15 mm). Pada 

titik z = −0,15 mm, tegangan yang bekerja adalah 

  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0028+ 0,0375(−0,15) 

0,0002+ 0,0025(−0,15) 

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                           

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−28,26

−1,93

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                (b) 

Pada titik z = 0,15 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0028+ 0,0375(0,15) 

0,0002+ 0,0025(0,15) 

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                              
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maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

84,21

5,74

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                   (c) 

Terlihat bahwa tegangan di sepanjang ketebalan yang bekerja pada lamina 

dengan arah serat 0° berbeda-beda. 

Kemudian, matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari 

lamina dengan serat arah 45° diberikan oleh persamaan (b) pada Contoh 

5.3. Berdasarkan persamaan tersebut, tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan lamina dengan serat arah 45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 1,02

1,27 2,67 1,02

1,02 1,02 1,60

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(500 × 10−6) + 𝑧(0,0067 )

0

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179𝑧

0,0006+ 0,0085𝑧 

0,0005+ 0,0068𝑧

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                                                   (d) 

Persamaan (d) berlaku pada rentang (−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30 mm) dan 

(0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm). Pada titik z = −0,45 mm, tegangan yang 

bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(−0,45 )

0,0006+ 0,0085(−0,45 ) 

0,0005+ 0,0068(−0,45 )

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa    

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−67,18

−31,97

−25,59

.

.]
 
 
 

MPa.                                                             (e) 

Pada titik z = −0,30 mm, tegangan yang bekerja adalah Bu
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(−0,30 )

0,0006+ 0,0085(−0,30 ) 

0,0005+ 0,0068(−0,30 )

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−40,33

−19,19

−15,36

.

.]
 
 
 

MPa.                                                              (f) 

Kemudian, pada titik z = 0,30 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(0,30 )

0,0006+ 0,0085(0,30 ) 

0,0005+ 0,0068(0,30 )

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa     

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

67,04

31,90

25,54

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                (g) 

Sementara itu, pada titik z = 0,45 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(0,45 )

0,0006+ 0,0085(0,45 ) 

0,0005+ 0,0068(0,45 )

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa    

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

93,89

44,68

35,76

.

.]
 
 
 

MPa.                                                               (h) 

Selanjutnya matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari lamina 

dengan serat arah −45° diberikan oleh persamaan (c) pada Contoh 5.3. 

Berdasarkan persamaan tersebut, tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan lamina dengan serat arah 45° adalah 
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 −1,02

1,27 2,67 −1,02

−1,02 −1,02 1,60

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(500 × 10−6) + 𝑧(0,0067 )

0

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179𝑧

0,0006+ 0,0085𝑧 

−0,0005− 0,0068𝑧

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                                                     (i ) 

Persamaan (i) berlaku pada rentang (−0,30 mm) ≤ z ≤ (−0,15 mm) dan 

(0,15 mm) ≤ z ≤ (0,30 mm). Pada titik z = −0,30 mm, tegangan yang 

bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(−30)

0,0006+ 0,0085(−30) 

−0,0005− 0,0068(−30)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−40,33

−19,19

15,36

.

.]
 
 
 

MPa.                                                            (j) 

Pada titik z = −0,15 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(−15)

0,0006+ 0,0085(−15) 

−0,0005− 0,0068(−15)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−13,49

−6,42

5,14

.

.]
 
 
 

Mpa.                                                           (k) 
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Kemudian, pada titik z = 0,15 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(15)

0,0006+ 0,0085(15) 

−0,0005− 0,0068(15)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa      

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

40,20

19,13

−15,31

.

.]
 
 
 

Mpa                                                          (l) 

dan pada titik z = 0,30 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179(30)

0,0006+ 0,0085(30) 

−0,0005− 0,0068(30)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

67,04

31,90

−25,54

.

.]
 
 
 

Mpa.                                                       (m) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (a)–(m), tegangan yang bekerja 

di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan seperti ditunjukkan pada 

gambar di bawah. 

 

 

 

 

 

z,
m
m
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−0,45 
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0 
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−120 −80 −40 0 40 80 120 
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Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 
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b) Pada lamina dengan serat pada arah 0°, arah 1, 2, dan 3 secara berturut-

turut searah dengan arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧 sehingga berdasarkan persamaan (a), 

tegangan 𝜎1, 𝜎2 dan 𝜏12 pada lamina tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0028+ 0,0375𝑧 

0,0002+ 0,0025𝑧 

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                 (n) 

Persamaan (a) berlaku pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (15 mm). Karena 

pada lamina dengan serat arah 0°, arah 1, 2, dan 3 secara berturut-turut 

searah dengan arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧, pada titik z = −0,15 mm, tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12  yang bekerja sama dengan tegangan yang diberikan oleh 

persamaan (b), yaitu 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−28,26

−1,93

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                            (o) 

Pada titik z = 0,15 mm , tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  yang bekerja sama 

dengan tegangan yang diberikan oleh persamaan (c), yaitu 
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[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

84,21

5,74

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                (p) 

Terlihat bahwa tegangan di sepanjang ketebalan yang bekerja pada lamina 

dengan arah serat 0° berbeda-beda. 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.16), dengan 𝑚 = cos 45° dan 

𝑛 = sin 45°, tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 pada lamina dengan arah serat 45° 
adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179𝑧

0,0006+ 0,0085𝑧

0,0005+ 0,0068𝑧

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa    

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0015+ 0,0200𝑧

0,0005+ 0,0064𝑧

−0,0004− 0,0047𝑧

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                                         (q) 

Persamaan (q) berlaku pada rentang (−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30 mm) dan 

(0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm). Pada titik z = −0,45 mm, tegangan yang 

bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0015+ 0,0200(−0,45)

0,0005+ 0,0064(−0,45)

−0,0004− 0,0047(−0,45)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−75,16

−23,99

17,61

.

.]
 
 
 

MPa.                                                            (r) 
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Pada titik z = −0,30 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0015+ 0,0200(−0,30)

0,0005+ 0,0064(−0,30)

−0,0004− 0,0047(−0,30)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−45,13

−14,40

10,57

.

.]
 
 
 

MPa.                                                            (s) 

Kemudian, pada titik z = 0,30 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0015+ 0,0200(0,30)

0,0005+ 0,0064(0,30)

−0,0004− 0,0047(0,30)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

75,01

23,94

−17,57

.

.]
 
 
 

MPa.                                                          (t) 

Pada titik z = 0,45 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0015+ 0,0200(0,45)

0,0005+ 0,0064(0,45)

−0,0004− 0,0047(0,45)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

105,44

33,52

−24,61

.

.]
 
 
 

MPa                                                          (u) 

Kemudian, dengan 𝑚 = cos(−45°) dan 𝑛 = sin(−45°), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 pada lamina dengana arah serat −45° adalah Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 Tegangan dan Regangan …  |  165 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0,0013+ 0,0179𝑧

0,0006+ 0,0085𝑧

0,0005+ 0,0068𝑧

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0005+ 0,0064𝑧

0,0015+ 0,0200𝑧

0,0004+ 0,0047𝑧

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                                            (v) 

Persamaan (v) berlaku pada rentang (−0,30 mm) ≤ z ≤ (−015 mm) dan 

(0,15 mm) ≤ z ≤ (0,30 mm). Pada titik z = −0,30 mm, tegangan yang 

bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0005+ 0,0064(−0,30)

0,0015+ 0,0200(−0,30)

0,0004+ 0,0047(−0,30)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−40,33

−19,19

15,36

.

.]
 
 
 

MPa.                                                         (w) 

Pada titik z = −0,15 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0005+ 0,0064(−0,15)

0,0015+ 0,0200(−0,15)

0,0004+ 0,0047(−0,15)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−13,49

−6,42

5,14

.

.]
 
 
 

MPa.                                                           (x) 
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Pada titik z = 0,15 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0005+ 0,0064(0,15)

0,0015+ 0,0200(0,15)

0,0004+ 0,0047(0,15)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

40,20

19,13

−15,31

.

.]
 
 
 

MPa.                                                          y) 

Pada titik z = 0,30 mm, tegangan yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,0005+ 0,0064(0,30)

0,0015+ 0,0200(0,30)

0,0004+ 0,0047(0,30)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

67,04

31,90

−25,54

.

.]
 
 
 

MPa.                                                           (z) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (n)–(z), tegangan 𝜎1 , 𝜎2, dan 

𝜏12 yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan seperti 

pada gambar di bawah. 
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Contoh 5.5 

Tentukan regangan  𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 dari laminat pada Contoh 5.1 atau Contoh 

5.3. 

 

Jawab 

Pada Contoh 5.1, kita sudah menentukan regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 di sepanjang 

ketebalan laminat, yaitu 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

.                                                  (a) 

Pertama, mari kita tentukan terlebih dahulu regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  pada 

lamina dengan serat arah 0°. Pada lamina tersebut, arah 1, 2, dan 3 berimpit 

dengan arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧 sehingga regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 yang terjadi sama 

dengan regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦. Dengan demikian, berdasarkan persamaan (a), 

dapat dituliskan bahwa   

z,
m
m

 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−120 −80 −40 0 40 80 120 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝜏12 (MPa) 

z,
m
m

 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−120 −80 −40 0 40 80 120 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝜎2 (MPa) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



168  |  Mekanika Material Komposit: … 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

0

.

.]
 
 
 

.                                       (b) 

Persamaan (b) berlaku pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (15 mm).  

Kita sudah menentukan tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  yang bekerja di 

sepanjang ketebalan laminat pada Contoh 5.3. Berdasarkan data-data tersebut, 

regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(4.42). Dalam menggunakan persamaan tersebut, kita perlu menentukan 

terlebih dahulu matriks komplian tereduksi yang ditransformasi dari laminat. 

Cara kedua adalah kita dapat langsung menentukan regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 

berdasarkan regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  dengan menggunakan matriks 

transformasi seperti yang diberikan oleh persamaan (4.41). Kita akan 

menggunakan cara kedua ini. 

Berdasarkan persamaan (a) dan (4.41), dengan 𝑚 = cos (45°) dan 𝑛 =
sin (45°), pada lamina dengan serat arah 45°, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

1

2
(0)

.

.]
 
 
 
 

   

=

[
 
 
 
 

.

.

475 × 10−6

475 × 10−6

−475 × 10−6

.

.]
 
 
 
 

.                                                                        

Dengan mengalikan baris ketiga dengan 2, regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  yang 

dialami lamina dengan serat arah 45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

475 × 10−6

475 × 10−6

−950 × 10−6

.

.]
 
 
 

.                                                  (c) 

Terlihat bahwa regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 di sepanjang ketebalan lamina dengan 

serat arah 45°  bernilai konstan. Persamaan (c) berlaku pada rentang 

(−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30 mm) dan (0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm).  

Kemudian, dengan 𝑚 = cos (−45°) dan 𝑛 = sin (−45°), pada lamina 

dengan serat arah −45°, dapat dituliskan bahwa 
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[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

950 × 10−6

0

1

2
(0)

.

.]
 
 
 
 

   

=

[
 
 
 
 

.

.

475 × 10−6

475 × 10−6

475 × 10−6

.

.]
 
 
 
 

.                                                                           

Dengan mengalikan baris ketiga dengan 2, regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  yang 

dialami lamina dengan serat arah 45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

475 × 10−6

475 × 10−6

950 × 10−6

.

.]
 
 
 

.                                               (d) 

Terlihat bahwa regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 di sepanjang ketebalan lamina dengan 

serat arah −45°  juga bernilai konstan. Persamaan (d) berlaku pada rentang 

(−0,30 mm) ≤ z ≤ (−0,15 mm) dan (0,15 mm) ≤ z ≤ (0,30 mm).  

Berdasarkan persamaan (b), (c) dan (d), terlihat bahwa regangan 

regangan 𝜀𝑥 bernilai sama di sepanjang ketebalan laminat. Selain itu, regangan 

𝜀𝑦 dan 𝛾𝑥𝑦 sama-sama bernilai nol di sepanjang ketebalan laminat. Akan tetapi, 

regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 tidak seperti itu. Berdasarkan persamaan (b), (c), dan 

(d), regangan di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan seperti 

ditunjukkan pada gambar berikut. 
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Sekarang, mari kita simpulkan apa yang sudah kita lakukan pada Contoh 

5.1–Contoh 5.5. Berdasarkan contoh-contoh tersebut, sebetulnya persoalan kita 

diawali dengan diketahuinya regangan yang dialami bidang referensi, yaitu 𝜀𝑥
0, 

𝜀𝑦
0 , dan 𝛾𝑥𝑦

0  . Jika sifat-sifat dan arah serat lamina-lamina penyusun serta 

regangan yang dialami bidang referensi diketahui, kita bisa menentukan 

regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦; regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12; tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦; 

serta tegangan 𝜎1, 𝜎2 dan 𝜏12 di sepanjang ketebalan laminat. Hubungan antara 

besaran-besaran tersebut ditunjukkan pada gambar di bawah. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a 

 

𝜀𝑥
0
      𝜅𝑥

0
 

𝜀𝑦
0
      𝜅𝑦

0
 

𝛾𝑥𝑦
0
      𝜅𝑥𝑦

0
 

Hipotesis 

Kirchhoff 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 Tegangan dan Regangan …  |  171 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ketika regangan 𝜀𝑥
0,  𝜀𝑦

0,  dan 𝛾𝑥𝑦
0  diketahui, berdasarkan hipotesis 

Kirchhoff, regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  di sepanjang ketebalan laminat dapat 

ditentukan. Selanjutnya, untuk menentukan tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang 

bekerja di sepanjang ketebalan laminat, kita perlu terlebih dahulu untuk 

menentukan komponen-komponen kekakuan tereduksi. Setelah menentukan 

matriks kekakuan tereduksi, kita bisa melanjutkan analisis dengan menentukan 

matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari masing-masing lamina 

penyusun. Matriks tersebut memberikan hubungan antara regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, 𝛾𝑥𝑦 

dan tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜏𝑥𝑦  sehingga tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  di sepanjang 

ketebalan laminat dapat ditentukan. Kemudian, dengan menggunakan matriks 

transformasi, tegangan 𝜎𝑥 ,  𝜎𝑦 ,  dan 𝜏𝑥𝑦  dapat ditransformasikan untuk 

memperoleh 𝜎1, 𝜎2 dan 𝜏12 di sepanjang ketebalan laminat. 

Selain itu, ketika regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 sudah diketahui, regangan 𝜀1, 

𝜀2 , dan 𝛾12  juga dapat langsung ditentukan dengan menggunakan matriks 

transformasi. Kemudian, ketika komponen-komponen matriks kekakuan 

tereduksi telah ditentukan, matriks tersebut memberikan hubungan antara 

𝜎1 

𝜎2 

𝜏12 
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regangan 
 

Hubungan 
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tegangan dan regangan pada sistem koordinat utama maka tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 

𝜏12 di sepanjang ketebalan laminat juga dapat ditentukan.  

Soal-soal 

1. Bidang referensi sebuah elemen laminat dengan susunan [±30]𝑆 

mengalami regangan sebagai berikut: 

𝜀𝑥
0
= 950 × 10−6,                  𝜅𝑥

0
= 0,                                                 

𝜀𝑦
0
= 200 × 10−6,                  𝜅𝑦

0
= 0,                                                 

𝛾𝑥𝑦
0
= 0,                                    𝜅𝑥𝑦

0
= 0.                                                 

Jika ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,15 mm, tentukan regangan 

𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 yang dialami elemen laminat di sepanjang ketebalan laminat 

tersebut. 

2. Jika laminat pada soal nomor 1 memiliki sifat dengan 𝐸1 = 100 GPa, 𝐸2 =
10 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 𝐺12 = 9 GPa, tentukan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦 dan 

tegangan 𝜎1, 𝜎2, 𝜏12 di sepanjang ketebalan laminat tersebut. 

3. Misalkan elemen laminat dengan susunan [±30/0]𝑆  mengalami 

pembengkokan seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. Jika radius 

kelengkungan 𝑅0adalah 0,12 m dan regangan elemen laminat pada titik 𝑃0 

adalah 𝜀𝑥
0 = 500 × 10−6,  𝜀𝑦

0 = 150 × 10−6,  𝛾𝑥𝑦
0 = 𝜅𝑦

0 = 𝜅𝑥𝑦
0 = 0, 

tentukan regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  yang dialami laminat di sepanjang 

ketebalan laminat tersebut.  
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4. Jika lamina pada soal nomor 3 memiliki sifat 𝐸1 = 100 GPa, 𝐸2 = 10 GPa, 

𝜈12 = 0,25 dan 𝐺12 = 9 GPa, tentukan regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12; tegangan 

𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦 ; serta tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  di sepanjang ketebalan 

laminat.  

5. Berdasarkan tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang sudah diperoleh pada Contoh 

5.4, dengan menggunakan hubungan antara tegangan dan regangan pada 

sistem koordinat utama, tentukan regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  di sepanjang 

ketebalan laminat tersebut dan bandingkan hasilnya dengan jawaban pada 

Contoh 5.5 
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BAB VI  

RESULTAN TEGANGAN DAN 

RESULTAN MOMEN  

Kita sudah membahas bahwa tegangan yang bekerja pada masing-masing 

lamina pada suatu laminat berbeda-beda. Oleh sebab itu, akan memudahkan 

jika kita mengasumsikan bahwa laminat hanya menerima tegangan pada bagian 

tengah ketebalan laminat yang ekuivalen dengan tegangan total. Untuk itu, kita 

akan mendefinisikan beberapa besaran baru seperti resultan tegangan dan 

resultan momen. Berdasarkan pendefinisian besaran-besaran tersebut, kita akan  

Gambar 6.1 Peta Konsep Bab VI 
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Bidang Referensi 

Hubungan Resultan 

Momen dengan 

Regangan dan 

Kelengkungan 

Bidang Referensi 

RESULTAN TEGANGAN DAN 
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membahas konsep tentang matriks 𝐴𝐵𝐷  atau matriks kekakuan laminat. 

Berdasarkan konsep tentang matriks tersebut, kita bisa menganalisis pengaruh 

susunan laminat terhadap sifat mekanik dari laminat tersebut. Selain itu, kita 

juga bisa menentukan modulus Young, modulus geser, dan rasio Poisson dari 

laminat. Adapun peta konsep untuk Bab VI ini sebagaimana ditunjukkan pada 

Gambar 6.1.  

A. Resultan Tegangan 

Kita sudah membahas bahwa tegangan yang bekerja pada arah 𝑥 adalah 𝜎𝑥 . 

Berdasarkan definisi tegangan tersebut, resultan tegangan pada arah 𝑥 

didefinisikan sebagai 𝑁𝑥, yaitu 

𝑁𝑥 = ∫  𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧.                                                         (6.1) 

Karena 𝑁𝑥  merupakan integral 𝜎𝑥  terhadap ketebalan, kita bisa menganggap 

bahwa 𝑁𝑥  merupakan gaya per satuan panjang penampang laminat yang 

mengarah ke sumbu 𝑥 seperti ditunjukkan pada Gambar 6.2.  

 

 

 

 
Gambar 6.2 Resultan Tegangan dan Resultan 

Tegangan Geser yang bekerja pada Elemen Laminat 

Berdasarkan gambar 6.2, jika 𝑁𝑥  bernilai seragam di sepanjang penampang 

laminat pada arah 𝑥  dan panjang penampang laminat pada arah 𝑥  tersebut 

adalah 𝐿𝑥, besar gaya total yang bekerja pada penampang tersebut adalah 𝑁𝑥𝐿𝑥. 

Kemudian, karena secara umum tegangan berbeda-beda di setiap lapisan lamina 

penyusun, 𝑁𝑥  dapat dipikirkan sebagai tegangan ekuivalen yang bekerja di 

bagian tengah ketebalan laminat.  

Pada sebagian literatur, resultan tegangan 𝑁𝑥  yang didefinisikan oleh 

persamaan (6.1) disebut sebagai resultan gaya. Akan tetapi, meskipun 𝑁𝑥 

disebut sebagai resultan gaya, 𝑁𝑥  bukanlah besaran gaya dan bukan besaran 
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vektor, melainkan merupakan besar gaya per satuan panjang. Oleh sebab itu, di 

buku ini, kita menyebut 𝑁𝑥 sebagai resultan tegangan.  

Selanjutnya, dengan cara yang sama, resultan tegangan pada arah 𝑦, yang 

misalkan disimbolkan sebagai 𝑁𝑦, didefinisikan sebagai 

𝑁𝑦 = ∫  𝜎𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧.                                                       (6.2) 

Sementara itu, resultan tegangan geser pada bidang 𝑥𝑦, yang misalkan 

disimbolkan sebagai 𝑁𝑥𝑦, didefinisikan sebagai 

𝑁𝑥𝑦 = ∫  𝜏𝑥𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧.                                                         (6.3) 

Berdasarkan persamaan (6.2), 𝑁𝑦  merupakan gaya per satuan panjang 

penampang laminat yang menghadap ke arah 𝑦 , sedangkan 𝑁𝑥𝑦  merupakan 

gaya geser per satuan panjang penampang laminat pada bidang 𝑥𝑦  seperti 

ditunjukkan pada Gambar 6.2.  

B. Resultan Momen 

Tegangan yang bekerja di sepanjang ketebalan elemen laminat menghasilkan 

momen terhadap bidang referensi. Sebagai contoh, tegangan 𝜎𝑥𝑘 seperti yang 

diilustrasikan pada Gambar 6.3, yaitu tegangan yang bekerja pada titik 𝑧𝑘 , 

menghasilkan momen sebesar 𝜎𝑥𝑘𝑧𝑘 terhadap bidang referensi elemen laminat. 

Dengan menggunakan aturan tangan kanan, arah dari momen yang dihasilkan 

adalah tegak lurus keluar bidang buku ini. Momen ini akan menyebabkan 

laminat mengalami pembengkokan ke atas.  

Jika kita menjumlahkan momen yang dihasilkan oleh setiap tegangan di 

sepanjang ketebalan laminat, penjumlahan momen itu disebut sebagai resultan 

momen. Dengan demikian, resultan momen yang dihasilkan oleh tegangan 𝜎𝑥 

dapat didefinisikan sebagai 𝑀𝑥 yaitu 

𝑀𝑥 = ∫  𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.                                                  (6.4) 

Resultan yang dihasilkan oleh tegangan 𝜎𝑦 didefinisikan sebagai 𝑀𝑦, yaitu 

𝑀𝑦 = ∫  𝜎𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.                                                  (6.5) Bu
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Gambar 6.3 Ilustrasi Momen terhadap Bidang 

Referensi yang Dihasilkan oleh Tegangan 𝜎𝑥𝑘 

Selain itu, resultan momen yang dihasilkan oleh tegangan 𝜏𝑥𝑦  didefinisikan 

sebagai 𝑀𝑥𝑦, yaitu 

𝑀𝑥𝑦 = ∫  𝜏𝑥𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.                                            (6.6) 

 Gambar 6.4 mengilustrasikan 𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 , dan 𝑀𝑥𝑦  yang bernilai positif. 

Panah yang melengkung menunjukkan pembengkokan yang akan dialami 

akibat resultan momen yang bekerja. Resultan momen yang bernilai positif 

menghasilkan kelengkungan yang positif. Terlihat bahwa 𝑀𝑥  dan 𝑀𝑦 

menyebabkan pembengkokan dan 𝑀𝑥𝑦 menyebabkan pemuntiran. Oleh sebab 

itu, resultan momen 𝑀𝑥  dan 𝑀𝑦  biasanya juga disebut sebagai momen 

pembengkok, sedangkan resultan momen 𝑀𝑥𝑦  biasanya juga disebut sebagai 

momen pemuntir. 

Gambar 6.4 Resultan Tegangan dan Resultan 

Tegangan Geser yang Bekerja pada Elemen Laminat 

𝜎𝑥𝑘 

𝑥 

𝑧 

𝑧𝑘 

𝑁𝑥𝑦 

𝑀𝑥 

𝑀𝑥 

𝑁𝑥 
𝑀𝑥𝑦 

𝑀𝑥𝑦 

𝑁𝑦 

𝑥 

𝑧 
𝑧 

𝑁𝑥 

𝑁𝑦 

𝑀𝑥 

𝑀𝑥𝑦 

𝑀𝑥𝑦 𝑀𝑦 

𝑁𝑥𝑦 

𝑁𝑥𝑦 
𝑁𝑥𝑦 
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C. Hubungan Resultan Tegangan dengan Regangan dan 

Kelengkungan Bidang Referensi 

Kita sudah membahas bahwa resultan tegangan merupakan integral dari 

tegangan terhadap ketebalan laminat. Selanjutnya, kita perlu menentukan 

rumusan dari resultan tegangan tersebut sehingga ketika resultan tegangan 

diketahui, kita bisa menentukan regangan yang dialami oleh laminat. Hal 

tersebut dapat dilakukan dengan cara menentukan rumusan yang memberikan 

hubungan antara resultan tegangan dengan regangan dan kelengkungan bidang 

referensi. 

 Pada Bab V, kita sudah membahas bahwa hubungan antara tegangan dan 

regangan diberikan oleh persamaan (5.25). Supaya lebih jelas, persamaan 

tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0

.

.]
 
 
 

.                           (6.7) 

Persamaan (6.7) dapat dijabarkan lagi sebegai berikut: 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

    (6.8) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.1), (6.2), dan (6.3), dapat 

dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧.                                         (6.9) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (6.8) ke persamaan (6.9), diperoleh 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

(

 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

 

)

 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧 
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[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧 + ∫  𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧.    (6.10) 

Karena laminat terdiri dari beberapa lapisan lamina, sebetulnya matriks 

kekakuan tereduksi yang ditransformasi pada ruas kanan persamaan (6.10) bisa 

berbeda-beda di setiap lapisan. Oleh sebab itu, perhatikan bahwa persamaan 

tersebut dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∑∫

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1 [
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

𝑑𝑧                                       

+∑∫ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1 [
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

𝑑𝑧.                  (6.11) 

Subskrip 𝑘 pada kedua matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi pada 

ruas kanan persamaan (6.11) menunjukkan bahwa matriks tersebut merupakan 

matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari lamina atau lapisan ke 𝑘. 

Selanjutnya, karena regangan dan kelengkungan bidang referensi bernilai 

konstan atau tidak bergantung pada 𝑧,  besaran-besaran tersebut dapat 

dikeluarkan dari tanda integral sehingga persamaan (6.11) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

(

 
 
∑∫

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1

𝑑𝑧

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                       

+

(

 
 
∑∫ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1

𝑑𝑧

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.                 (6.12) 

Kemudian, karena komponen-komponen matriks komplian tereduksi yang 

ditransformasi juga bernilai konstan pada setiap lamina, persamaan (6.12) dapat 

dijabarkan lagi sebagai 
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[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

(

 
 
∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

∫ 𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                      

+

(

 
 
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

∫ 𝑧 𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                              

=

{
 
 

 
 

∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                              

+

{
 
 

 
 

∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(
1

2
𝑧𝑘

2 −
1

2
𝑧
𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                

maka 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

(

 
 
∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

ℎ𝑘

𝑁

𝑘=1

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                                

+

{
 
 

 
 

1

2
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

,     (6.13) 

dengan ℎ𝑘 = (𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1), yaitu ketebalan lapisan ke-𝑘.  

Kemudian, dengan mendefinisikan matriks 𝐴 sebagai 

𝐴 =∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑛

𝑘=1

ℎ𝑘                                     (6.14) 
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dan matriks 𝐵 sebagai 

𝐵 =
1

2
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
),                       (6.15) 

persamaan (6.13) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐴

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.                                          (6.16) 

Persamaan (6.16) memberikan hubungan antara resultan tegangan dan resultan 

tegangan geser dengan regangan dan kelengkungan bidang referensi laminat.  

D. Hubungan Resultan Momen dengan Regangan dan 

Kelengkungan Bidang Referensi 

Kita juga bisa merumuskan resultan momen sedemikian rupa sehingga jika 

regangan dan kelengkungan bidang referensi diketahui, resultan momen yang 

bekerja dapat ditentukan. Berdasarkan persamaan (6.4), (6.5), dan (6.6), dapat 

dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑧
 
𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧.                                       (6.17) 

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (6.8) ke persamaan (6.17), 

diperoleh 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

(

 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

 

)

 
 
𝑧

 
𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧 

dan 
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[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧                                

+∫  𝑧2

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧.                        (6.18) 

Sama seperti penjabaran rumusan untuk resultan tegangan, matriks 

kekakuan tereduksi yang ditransformasi bernilai konstan pada setiap lapisan. 

Selain itu, regangan dan kelengkungan bidang referensi juga bernilai konstan 

maka besaran-besaran tersebut dapat dikeluarkan dari tanda integral sehingga 

persamaan (6.18) dapat dijabarkan lagi sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

(

 
 
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

∫ 𝑧 𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧
𝑘−1

𝑁

𝑘=1

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                             

+

(

 
 
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

∫ 𝑧2 𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧
𝑘−1

𝑁

𝑘=1

)

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                     

=

{
 
 

 
 

∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(
1

2
𝑧𝑘

2 −
1

2
𝑧
𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                               

+

{
 
 

 
 

∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(
1

3
𝑧𝑘

3 −
1

3
𝑧
𝑘−1

3
)𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                          

=

{
 
 

 
 

1

2
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                  

+

{
 
 

 
 

1

3
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
3 − 𝑧

𝑘−1

3
)

𝑁

𝑘=1

}
 
 

 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.              (6.19) 
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Berdasarkan definisi matriks 𝐵 dan dengan mendefinisikan matriks 𝐷 sebagai 

𝐷 =
1

3
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
3 − 𝑧

𝑘−1

3
) ,

𝑁

𝑘=1

                        (6.20) 

persamaan (6.19) dapat ditulis sebagai  

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐷

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.                                         (6.21) 

Persamaan (6.21) memberikan hubungan antara resultan momen dengan 

regangan dan kelengkungan bidang referensi laminat. 

E. Matriks 𝑨𝑩𝑫 

Kita sudah menentukan rumusan resultan tegangan 𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , dan 𝑁𝑥𝑦  yang 

diberikan oleh persamaan (6.16). Kemudian, kita juga sudah menentukan 

resultan momen 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, dan 𝑀𝑥𝑦 yang diberikan oleh persamaan (6.21). Jika 

matriks 𝐴, matriks 𝐵, dan matriks 𝐷 yang secara berturut-turut diberikan oleh 

persamaan (6.14), (6.15), dan 6.20 ditulis sebagai 

𝐴 =

[
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

.

.]
 
 
 

,                                            (6.22) 

𝐵 =

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

,                                            (6.23) 

𝐷 =

[
 
 
 

.

.

𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 

;                                            (6.24) 
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persamaan (6.16) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

      (6.25) 

dan persamaan (6.21) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.   (6.26) 

Dengan demikian, persamaan (6.25) dan (6.26) dapat ditulis sebagai bentuk 

yang lebih padu, yaitu 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16 𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐴12 𝐴22 𝐴26 𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐴16 𝐴26 𝐴66 𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16 𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐵12 𝐵22 𝐵26 𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐵16 𝐵26 𝐵66 𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.              (6.27) 

Karena matriks 6 × 6 pada persamaan (6.27) terdiri dari matriks 𝐴, 𝐵, dan 𝐷, 

matriks tersebut disebut sebagai matriks 𝐴𝐵𝐷  dan biasanya disebut juga 

sebagai matriks kekakuan laminat. Matriks 𝐴𝐵𝐷  memberikan hubungan 

resultan tegangan dan resultan momen dengan regangan dan kelengkungan 

yang dialami oleh bidang referensi. Jika regangan bidang referensi diketahui, 

resultan tegangan dan resultan momen dapat langsung ditentukan.  

Jika kedua ruas persamaan (6.27) dikalikan dengan invers matriks 𝐴𝐵𝐷, 

persamaan tersebut menjadi 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,                   (6.28) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



186  |  Mekanika Material Komposit: … 

dengan 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16 𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐴12 𝐴22 𝐴26 𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐴16 𝐴26 𝐴66 𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16 𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐵12 𝐵22 𝐵26 𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐵16 𝐵26 𝐵66 𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 
 −1

. 

Berdasarkan persamaan (6.28), jika resultan tegangan dan resultan momen yang 

bekerja diketahui, regangan yang dialami oleh permukaan referensi dapat 

ditentukan. Dengan demikian, berdasarkan konsep tegangan dan regangan yang 

sudah kita bahas pada Bab V, tegangan yang bekerja di sepanjang ketebalan 

laminat juga dapat ditentukan. 

Contoh 6.1 

Sebuah laminat dibuat dari lamina sejenis dengan susunan (±45/90/0)𝑆. Sifat-

sifat lamina penyusun diberikan oleh 𝐸1 = 145 GPa, 𝐸2 = 13 GPa, 𝜈12 = 0,25, 

dan 𝐺12 = 8 GPa. Diketahui bahwa laminat tersebut menerima gaya luar yang 

terdistribusi merata di sepanjang sisi laminat seperti ditunjukkan pada gambar 

di bawah. Selain itu, diketahui juga bahwa resultan momen yang dihasilkan 

gaya-gaya tersebut, yaitu 𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 , dan 𝑀𝑥𝑦  sama dengan nol. Jika ketebalan 

setiap lapisan adalah 0,15 mm, tentukan parameter-parameter berikut: 

a) resultan tegangan yang bekerja pada laminat, 

b) matriks 𝐴, 𝐵, 𝐷, dan 𝐴𝐵𝐷 dari laminat tersebut, 

c) distribusi regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, 𝛾𝑥𝑦  dan tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜏𝑥𝑦  di sepanjang 

ketebalan laminat, dan  

d) distribusi regangan 𝜀1, 𝜀2, 𝛾12 dan tegangan 𝜎1, 𝜎2 , 𝜏12 yang bekerja 

di sepanjang ketebalan laminat. 

𝐹 = 5.500 N 𝐹 = 5.500 N 

𝐹 = 1.200 N 

𝐹 = 1.200 N 

0,120 m 

0,260 m 

𝑦 

𝑧 

𝑥 
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Jawab 

a) Laminat terdiri dari beberapa lapis lamina yang arah seratnya berbeda maka 

tegangan di sepanjang ketebalan laminat pun berbeda-beda. Oleh sebab itu, 

jika yang diketahui adalah gaya luar, kita tidak bisa langsung menentukan 

tegangan yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat. Artinya, kita juga 

tidak bisa menentukan regangan yang bekerja di sepanjang ketebalan 

laminat dengan menggunakan konsep tentang hubungan antara tegangan 

dan regangan yang sudah kita bahas di Bab V.  

Karena yang diketahui adalah gaya luar yang terdistribusi merata di 

sepanjang sisi laminat, untuk menentukan regangan yang dialami laminat, 

langkah pertama yang perlu dilakukan adalah menentukan terlebih dahulu 

resultan tegangan yang bekerja. Berdasarkan gambar, perhatikan bahwa 

karena panjang sisi yang mengarah ke sumbu 𝑥 adalah 0,120 m, resultan 

tegangan 𝑁𝑥 adalah 

𝑁𝑥 =
5.500 N

0,120 m
                                                                     

maka 

𝑁𝑥 = 45.833,33 N m⁄ .                                              (a) 

Kemudian, karena panjang sisi yang mengarah ke sumbu 𝑦 adalah 0,260 m, 

resultan tegangan 𝑁𝑦 adalah 

𝑁𝑦 =
1.200 N

0,260 m
                                                                     

maka 

𝑁𝑦 = 4.615,38 N m⁄ .                                                (b) 

Di setiap penampang laminat, gaya yang bekerja tegak lurus dengan 

penampang tersebut maka resultan tegangan 𝑁𝑥𝑦 = 0. Selain itu, kita juga 

mengetahui bahwa 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, dan 𝑀𝑥𝑦 sama dengan nol.  

b) Berdasarkan persamaan (6.14), (6.15), dan (6.20), untuk menentukan 

matriks 𝐴,  𝐵,  dan 𝐶,  kita perlu terlebih dahulu menentukan matriks 

kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari masing-masing lamina 

penyusun. Untuk menentukan matriks tersebut, kita perlu menentukan 

matriks kekauan tereduksi dari lamina. Seperti yang sudah kita lakukan 

pada bab sebelumnya, berdasarkan data-data yang diberikan soal, matriks 

kekakuan tereduksi dari lamina adalah 𝑄, yaitu 
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𝑄 =

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 Pa.                                  (c) 

Dengan demikian, seperti yang sudah kita lakukan pada bab sebelumnya, 

matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari lamina dengan serat 

arah 45°, −45°, 0°, dan 90° adalah 𝑄̅(45°), 𝑄̅(−45°), 𝑄̅(0°), dan 𝑄̅(90°), 
yaitu 

𝑄̅(45°) =

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109 Pa,                             (d) 

𝑄̅(−45°) =

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109 Pa,                   (e) 

𝑄̅(0°) =

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 Pa,                                    (f) 

𝑄̅(90°) =

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 Pa.                                   (g) 

Kemudian, karena lamina terdiri dari delapan lapisan dan ketebalan setiap 

lamina adalah 0,15 mm, dapat dituliskan bahwa 

𝑧0 = −0,00060 m,                   𝑧5 = 0,00015 m,                                     

𝑧1 = −0,00045 m,                   𝑧6 = 0,00030 m,                                     

𝑧2 = −0,00030 m,                   𝑧7 = 0,00045 m,                                     

𝑧3 = −0,00015 m,                   𝑧8 = 0,00060 m,                                     

𝑧4 = 0.                                                                                                              Bu
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Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.14), matriks 𝐴 adalah 

𝐴 =∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑛

𝑘=1

ℎ𝑘                                                                      

=

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109 × (0,15) Pa ∙mm                           

+

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109 × (0,15) Pa ∙mm              

+

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 × (0,15) Pa ∙mm                              

+

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × (0,15) Pa ∙mm                             

+

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × (0,15) Pa ∙mm                             

+

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 × (0,15) Pa ∙mm                              

+

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109 × (0,15) Pa ∙mm              
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+

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109 × (0,15) Pa ∙mm                        

maka 

𝐴 =

[
 
 
 

.

.

7,73 2,20 0

2,20 7,73 0

0 0 2,77

.

.]
 
 
 

× 107  Pa ∙m.                                                 (h) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (6.15), matriks 𝐵 adalah 

𝐵 =
1

2
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)                                                        

=
1

2
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(−0,45)
2
− (−0,65)

2
]  Pa ∙mm2            

+
1

2
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(−0,30)
2
− (−0,45)

2
]  Pa ∙mm2       

+
1

2
 

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(−0,15)
2
− (0,30)

2
]  Pa ∙mm2     

+
1

2
 

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0)
2
− (−0,15)

2
]  Pa ∙mm2         

+
1

2
 

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,15)
2
− (0)

2
]  Pa ∙mm2            
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+
1

2
 

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,30)
2
− (0,15)

2
]  Pa ∙mm2      

+
1

2
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,45)
2
− (0,30)

2
]  Pa ∙mm2  

+ 
1

2
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,60)
2
− (0,45)

2
]  Pa ∙mm2      

maka 

𝐵 =

[
 
 
 

.

.

0 0 0

0 0 0

0 0 0

.

.]
 
 
 

.                                                                                                (i) 

Berdasarkan persamaan (6.20), matriks 𝐷 adalah 

𝐷 =
1

3
 ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝑧𝑘
3 − 𝑧

𝑘−1

3
)                                                    

=
1

3
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(−0,45)
3
− (−0,65)

3
]  Pa ∙mm2     

+
1

3
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(−0,30)
3
− (−0,45)

3
]  Pa ∙mm2 

+
1

3
 

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(−0,15)
3
− (0,30)

3
]  Pa ∙mm2           
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+
1

3
 

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0)
3
− (−0,15)

3
]  Pa ∙mm2    

+
1

3
 

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,15)
3
− (0)

3
]  Pa ∙mm2        

+
1

3
 

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,30)
3
− (0,15)

3
]  Pa ∙mm2  

+
1

3
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,45)
3
− (0,30)

3
]  Pa ∙mm2        

+ 
1

3
 

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

× 109  × [(0,60)
3
− (0,45)

3
]  Pa ∙mm2       

maka 

𝐷 =

[
 
 
 

.

.

6,75 4,26 1,34

4,26 8,54 1,34

1,34 1,34 4,94

.

.]
 
 
 

 Pa ∙m3.                                                                  (j) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.27), matriks 𝐴𝐵𝐷 dari 

laminat adalah 

𝐴𝐵𝐷 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

7,73 × 107 2,20 × 107 0 0 0 0

2,20 × 107 7,73 × 107 0 0 0 0

0 0 2,77 × 107 0 0 0

0 0 0 6,75 4,26 1,34

0 0 0 4,26 8,54 1,34

0 0 0 1,34 1,34 4,94

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.  (k) 
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Ingat, satuan komponen matriks 𝐴 adalah (Pa ∙ m) dan satuan komponen 

matriks 𝐵 adalah (Pa ∙ m3). 

c) Kita sudah menentukan matriks 𝐴𝐵𝐷  dari laminat sehingga dapat 

dituliskan bahwa 

(𝐴𝐵𝐷)−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

1,41 × 10−8 −4,00 × 10−9 0 0 0 0

−4,00 × 10−9 1,41 × 10−8 0 0 0 0

0 0 3,62 × 10−8 0 0 0

0 0 0 0,22 −0,11 −0,03

0 0 0 −0,11 0,17 −0,02

0 0 0 −0,03 −0,02 0,22

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

. (l)  

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.28), regangan bidang 

referensi dari laminat adalah 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

1,41 × 10−8 −4,00 × 10−9 0 0 0 0

−4,00 × 10−9 1,41 × 10−8 0 0 0 0

0 0 3,62 × 10−8 0 0 0

0 0 0 0,22 −0,11 −0,03

0 0 0 −0,11 0,17 −0,02

0 0 0 −0,03 −0,02 0,22

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

45.833,33

4.615,38

0

0

0

0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

maka 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

0

0

0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.                                                                       (m) 

Terlihat bahwa bidang referensi laminat hanya mengalami regangan normal 

𝜀𝑥
0 dan 𝜀𝑦

0. 

Selanjutnya, karena kita sudah mengetahui regangan bidang 

referensi laminat, berdasarkan persamaan (5.24), regangan di sepanjang 

ketebalan laminat adalah 
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[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

 =

[
 
 
 

.

.

(626,77 × 10−6) + 𝑧(0)

(−118,50× 10−6) + 𝑧(0)

0+ 𝑧(0)

.

.]
 
 
 

     

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

.                                               (n) 

Terlihat bahwa karena 𝜅𝑥
0 = 𝜅𝑦

0 = 𝜅𝑥𝑦
0 = 0 , regangan 𝜀𝑥 dan 𝜀𝑦 bernilai 

konstan di sepanjang ketebalan laminat. Kemudian, seperti yang sudah kita 

lakukan pada bab sebelumnya, distribusi regangan 𝜀𝑥,  𝜀𝑦,  dan 𝛾𝑥𝑦 

ditunjukkan pada gambar di bawah. 
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Selanjutnya, meskipun regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  bernilai sama di 

sepanjang ketebalan laminat, ini bukan berarti bahwa tegangan juga bernilai 

sama di sepanjang ketebalan laminat karena laminat terdiri dari lamina-

lamina dengan arah serat yang berbeda. Sekarang, mari kita tentukan 

dahulu tegangan yang bekerja pada lamina dengan serat arah 45°. 
Berdasarkan persamaan (d) dan persamaan (4.54), tegangan yang bekerja 

di sepanjang ketebalan lamina dengan serat arah 45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 33,19

33,36 49,36 33,19

33,19 33,19 38,09

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 109 Pa        

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

26,98

15,06

16,87

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                              (o) 

Berdasarkan persamaan (e), tegangan yang bekerja pada lamina dengan 

serat arah −45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

49,36 33,36 −33,19

33,36 49,36 −33,19

−33,19 −33,19 38,09

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 109 Pa   

maka 
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

26,98

15,06

−16,87

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                           (p) 

Berdasarkan persamaan (f), tegangan yang bekerja pada lamina dengan 

serat arah 0° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

145,82 3,27 0

3,27 13,07 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 109 Pa                

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

91,00

0,50

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                                (q) 

Sementara itu, berdasarkan persamaan (g), tegangan yang bekerja pada 

lamina dengan serat arah 90° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

13,07 3,27 0

3,27 145,82 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 109 Pa               

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

7,80

−15,23

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                             (r) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (o)–(r) seperti yang sudah kita 

lakukan pada bab sebelumnya, distribusi tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang 

bekerja di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan seperti gambar 

berikut. 
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Kita sudah mengetahui regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, dan 𝛾𝑥𝑦 serta tegangan 𝜎𝑥, 

𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 di sepanjang ketebalan laminat. Dengan demikian, kita dapat 

menentukan tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  serta regangan 𝜀1 , 𝜀2 , dan 𝛾12  di 

sepanjang ketebalan laminat. Berdasarkan persamaan (o) dan (4.16), 

dengan 𝑚 = cos(45°)  dan 𝑛 = sin(45°),  tegangan yang dialami oleh 

lamina dengan serat arah 45° adalah 
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[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

26,98

15,06

16,87

.

.]
 
 
 

 MPa                               

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

37,89

4,15

−5,96

.

.]
 
 
 

 MPa.                                                                       (s)  

Berdasarkan persamaan (p), dengan 𝑚 = cos(−45°) dan 𝑛 = sin(−45°), 
tegangan yang dialami oleh lamina dengan serat arah −45° adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

26,98

15,06

−16,87

.

.]
 
 
 

 MPa                            

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

37,89

4,15

5,96

.

.]
 
 
 

 MPa.                                                                         (t) 

Berdasarkan persamaan (q), dengan 𝑚 = cos(0) dan 𝑛 = sin(0), tegangan 

yang dialami oleh lamina dengan serat arah 0° adalah  

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

91,00

0,50

0

.

.]
 
 
 

 MPa                               

maka 

 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

91,00

0,50

0

.

.]
 
 
 

  MPa .                                                                     (u) 
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Sementara itu, berdasarkan persamaan (r), dengan 𝑚 = cos(90°) dan 𝑛 =
sin(90°), tegangan yang dialami oleh lamina dengan serat arah 90° adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

7,80

−15,23

0

.

.]
 
 
 

 MPa                           

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−15,23

7,80

0

.

.]
 
 
 

 MPa.                                                                   (v) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (s)–(v), distribusi tegangan 𝜎1, 

𝜎2, dan 𝜏12 dapat digambarkan seperti pada gambar berikut. 
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Selanjutnya, karena kelengkungan laminat sama dengan nol, regangan 

semua lapisan diberikan oleh persamaan (n). Dengan demikian, 

berdasarkan persamaan (4.41), dengan 𝑚 = cos(45°) dan 𝑛 = sin(45°), 
regangan yang dialami oleh lamina dengan serat arah 45° adalah 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

1

2
(0)

.

.]
 
 
 
 

,               

[
 
 
 
.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

254,14 × 10−6

254,14 × 10−6

−745,27 × 10−6

.

.]
 
 
 

.                                                             (w)  

Kemudian, dengan 𝑚 = cos(−45°)  dan 𝑛 = sin(−45°) , regangan yang 

dialami oleh lamina dengan serat arah −45° adalah 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

1

2
(0)

.

.]
 
 
 
 

,               

[
 
 
 
.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

254,14 × 10−6

254,14 × 10−6

745,27 × 10−6

.

.]
 
 
 

.                                                                   (x) 

Selanjutnya, dengan 𝑚 = cos(0°)  dan 𝑛 = sin(0°),  regangan yang 

dialami oleh lamina dengan serat arah 0° adalah 
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[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

1

2
(0)

.

.]
 
 
 
 

,               

[
 
 
 
.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

.                                                                (y) 

Sementara itu, dengan 𝑚 = cos(90°)  dan 𝑛 = sin(90°) , regangan yang 

dialami oleh lamina dengan serat arah 90° adalah 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛
1

1
𝑚𝑛

1

1
𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

. [
 
 
 
 

.

.

626,77 × 10−6

−118,50 × 10−6

1

2
(0)

.

.]
 
 
 
 

,            

[
 
 
 
.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−118,50 × 10−6

626,77 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

.                                                                (z) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (w)–(z), distribusi regangan 𝜀1, 

𝜀2, dan 𝛾12 dapat digambarkan seperti gambar di bawah. Terlihat bahwa 

meskipun regangan 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , dan 𝛾𝑥𝑦  bernilai sama di sepanjang ketebalan 

laminat, regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 berbeda-beda di setiap lamina penyusun. 

Hal ini disebabkan oleh arah serat lamina penyusun yang berbeda-beda. 
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Dari contoh ini dapat dilihat bahwa jika yang diketahui adalah gaya luar 

yang bekerja, kita tidak bisa langsung menentukan tegangan yang bekerja di 

sepanjang ketebalan laminat. Akan tetapi, dengan pendefinisian besaran 

resultan tegangan dan resultan momen, dan juga dengan pendefinisian matriks 

𝐴𝐵𝐷, regangan bidang referensi laminat dapat ditentukan.  

Dengan telah ditentukannya regangan yang dialami oleh bidang referensi 

laminat, regangan dan tegangan di sepanjang ketebalan laminat, baik pada 

sistem koordinat utama maupun pada sistem koordinat global, dapat kita 

tentukan dengan cara yang sama dengan yang kita lakukan pada Bab V.  

Sebelumnya keterkaitan konsep tegangan dan regangan dapat kita 

gambarkan seperti ditunjukkan pada gambar di Contoh 5.5. Sekarang, gambar 

tersebut dapat kita lengkapi seperti ditunjukkan pada gambar berikut. Pada 

gambar tersebut dapat dilihat bahwa resultan tegangan dan resultan momen 

dapat ditentukan dengan mengintegralkan tegangan terhadap ketebalan. 

Kemudian, jika resultan tegangan dan resultan momen diketahui, dengan 

menggunakan konsep matriks 𝐴𝐵𝐷, regangan bidang referensi laminat dapat 

ditentukan. 
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F. Invers matriks 𝑨𝑩𝑫 

Untuk menganalisis sifat mekanik suatu laminat, sebaiknya kita menuliskan 

invers matriks 𝐴𝐵𝐷 dalam bentuk lain. Untuk itu, mari kita definisikan 𝜀0, 𝜅0, 

𝑁, dan 𝑀 sebagai 

𝜀0 =

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

,                                                            (6.29) 
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𝜅0 =

[
 
 
 
 
.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

,                                                            (6.30) 

𝑁 =

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

,                                                           (6.31) 

𝑀 =

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.                                                           (6.32) 

Dengan demikian, berdasarkan definisi matriks 𝐴, 𝐵, 𝐷, dan persamaan (6.29)–

(6.32), persamaan (6.27) dapat ditulis sebagai 

[

.

.

𝑁

𝑀

.

.
] = [

.

.

𝐴 𝐵

𝐵 𝐷

.

.
] [

.

.

𝜀0

𝜅0

.

.
] .                                              (6.33) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (6.33) dapat dituliskan bahwa 

𝑁 = 𝐴𝜀0 + 𝐵𝜅0                                                   (6.34) 

sehingga 

𝐴𝜀0 = 𝑁 − 𝐵𝜅0.                                                      (6.35) 

Dengan mengalikan kedua ruas persamaan (6.35) dengan 𝐴−1, diperoleh 

𝐴−1𝐴𝜀0 = 𝐴−1 (𝑁 − 𝐵𝜅0),               

𝜀0 = 𝐴−1𝑁 − 𝐴−1𝐵𝜅0.                                             (6.36) 

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (6.33), dapat dituliskan bahwa 

𝑀 = 𝐵𝜀0 + 𝐷𝜅0.                                                      (6.37) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (6.36) ke persamaan (6.37), diperoleh 

𝑀 = 𝐵 (𝐴−1𝑁 − 𝐴−1𝐵𝜅0) + 𝐷𝜅0       Bu
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= 𝐵𝐴−1𝑁 − 𝐵𝐴−1𝐵𝜅0 + 𝐷𝜅0                                                                                      

maka 

𝑀 = 𝐵𝐴−1𝑁 + (𝐷 − 𝐵𝐴−1𝐵)𝜅0.                                 (6.38) 

Dengan mendefinisikan 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, dan 𝐷′ sebagai 

𝐴′ = 𝐴−1,                                                               (6.39) 

𝐵′ = −𝐴−1𝐷,                                                        (6.40) 

𝐶′ = 𝐵𝐴−1,                                                            (6.41) 

𝐷′ = 𝐷 − 𝐵𝐴−1𝐵;                                               (6.42) 

persamaan (6.36) dapat ditulis sebagai   

𝜀0 = 𝐴′𝑁 + 𝐵′𝜅0                                                  (6.43) 

dan persamaan (6.38) dapat ditulis sebagai 

𝑀 = 𝐶′𝑁 + 𝐷′𝜅0.                                                  (6.44) 

Selanjutnya, persamaan (6.44) dapat disusun ulang sebagai 

𝐷′𝜅0 = 𝑀 − 𝐶′𝑁 

sehingga dengan mengalikan kedua ruasnya dengan (𝐷′)−1,  

(𝐷′)
−1
𝐷′𝜅

0
= (𝐷′)

−1
(𝑀 − 𝐶′𝑁),                                   

𝜅0 = (𝐷′)
−1
𝑀 − (𝐷′)

−1
𝐶′𝑁.                                     (6.45) 

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (6.45) ke persamaan (6.43), 

dapat dituliskan bahwa 

𝜀0 = 𝐴′𝑁 + 𝐵′ [(𝐷′)
−1
𝑀 − (𝐷′)

−1
𝐶′𝑁]           

= 𝐴′𝑁 + 𝐵′
(𝐷′)

−1

𝑀 − 𝐵′
(𝐷′)

−1

𝐶′𝑁        

maka 
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𝜀0 = [𝐴′ − 𝐵′(𝐷′)
−1
𝐶′]𝑁 + 𝐵′(𝐷′)

−1
𝑀.                          (6.46) 

Dengan demikian, persamaan (6.45) dan (6.46) dapat ditulis dalam bentuk yang 

padu, yaitu menjadi 

[

.

.

𝜀0

𝜅0

.

.
] = [

.

.

𝐴∗ 𝐵∗

𝐶∗ 𝐷∗

.

.
] [

.

.

𝑁

𝑀

.

.
] ,                                         (6.47) 

dengan 

𝐴∗ = 𝐴′ − 𝐵′(𝐷′)
−1
𝐶′,                                               (6.48) 

𝐵∗ = 𝐵′(𝐷′)
−1
,                                                            (6.49) 

𝐶∗ = (𝐷′)
−1
𝐶′,                                                            (6.50) 

𝐷∗ = (𝐷′)
−1
.                                                                (6.51) 

Dengan membandingkan persamaan (6.28) dengan persamaan (6.47), dapat 

disimpulkan bahwa 

(𝐴𝐵𝐷)−1 = [

.

.

𝐴∗ 𝐵∗

𝐶∗ 𝐷∗

.

.
] .                                                  (6.52) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (6.39)–(6.42), matriks 𝐴∗ , 𝐵∗ , 𝐶∗ , 

dan 𝐷∗ juga bisa ditulis sebagai 

𝐴∗ = 𝐴−1 + 𝐴−1𝐷 (𝐷 − 𝐵𝐴−1𝐵)
−1
𝐵𝐴−1,                                (6.53) 

𝐵∗ = −𝐴−1𝐷 (𝐷 − 𝐵𝐴−1𝐵)
−1
,                                                    (6.54) 

𝐶∗ = (𝐷 − 𝐵𝐴−1𝐵)
−1
𝐵𝐴−1,                                                        (6.55) 

𝐷∗ = (𝐷 − 𝐵𝐴−1𝐵)
−1
.                                                                   (6.56) 
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Contoh 6.2 

Sebuah laminat dibuat dari lamina sejenis dengan susunan (±30)𝑇. Sifat lamina 

penyusun adalah 𝐸1 = 150 GPa, 𝐸2 = 15 GPa, 𝜈12 = 0,25, dan 𝐺12 = 8 GPa. 

Diketahui bahwa resultan tegangan yang bekerja pada laminat tersebut adalah 

𝑁𝑥 = 300 N m⁄ , 𝑁𝑦 = 0 , dan 𝑁𝑥𝑦 = 0.  Kemudian, resultan momen yang 

bekerja pada laminat tersebut adalah 𝑀𝑥 = 𝑀𝑦 = 𝑀𝑥𝑦 = 0.  Jika ketebalan 

setiap lapisan adalah 0,30 mm, tentukan 

a) matriks 𝐴, 𝐵, dan 𝐷 dari laminat tersebut, 

b) matriks 𝐴∗, 𝐵∗, 𝐶∗, dan 𝐷∗ dari laminat tersebut, serta 

c) regangan yang dialami oleh bidang referensi laminat.  

 

Jawab 

a) Seperti yang kita lakukan pada Contoh 6.1, untuk menentukan matriks 𝐴, 
𝐵,  dan 𝐷,  kita perlu menentukan terlebih dahulu matriks kekakuan 

tereduksi lamina. Setelah itu, kita perlu menentukan matriks kekakuan 

tereduksi yang ditransformasi dari masing-masing lamina. Dengan 

demikian, berdasarkan persamaan (6.14), (6.15), dan (6.20), matriks 𝐴, 𝐵, 

dan 𝐷 dari laminat adalah 

𝐴 =

[
 
 
 

.

.

5,60 1,65 0

1,65 1,52 0

0 0 1,90

.

.]
 
 
 

× 107  Pa ∙m,                                      (a) 

𝐵 =

[
 
 
 

.

.

0 0 −3,88

0 0 −1,41

−3,88 −1,41 0

.

.]
 
 
 

 × 107 Pa ∙m2,                          (b) 

𝐷 =

[
 
 
 

.

.

1,68 0,49 0

0,49 0,46 0

0 0 0,57

.

.]
 
 
 

 Pa ∙m3.                                                 (c) 

b) Untuk menentukan matriks 𝐴∗,  𝐵∗,  𝐶∗,  dan 𝐷∗ , kita perlu menentukan 

terlebih dahulu matriks 𝐴−1 . Berdasarkan persamaan (a), matriks 𝐴−1 

adalah 

𝐴−1 =

[
 
 
 

.

.

2,63 −2,85 0

−2,85 9,67 0

0 0 5,25

.

.]
 
 
 

× 10−8  Pa−1 ∙m−1. 
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Dengan demikian, karena matriks 𝐴,  𝐵,  dan 𝐷  juga sudah diketahui, 

berdasarkan persamaan (6.53)–(6.46), matriks 𝐴∗,  𝐵∗,  𝐶∗,  dan 𝐷∗ 
adalah                       

  𝐴∗ =

[
 
 
 

.

.

3,92 −2,30 0

−2,30 9,90 0

0 0 10,18

.

.]
 
 
 

× 10−8  Pa−1 ∙ m−1,                        (d) 

𝐵∗ =

[
 
 
 

.

.

0 0 20,89

0 0 8,89

20,89 8,89 0

.

.]
 
 
 

× 10−5  Pa−1 ∙m−2,                            (e) 

𝐶∗ =

[
 
 
 

.

.

0 0 −20,89

0 0 −8,89

−20,89 −8,89 0

.

.]
 
 
 

× 10−5  Pa−1 ∙m−2,                   (f) 

𝐷∗ =

[
 
 
 

.

.

1,30 −0,77 0

−0.77 3,30 0

0 0 3,39

.

.]
 
 
 

 Pa−1 ∙m−3.                                         (g) 

c) Karena kita sudah mengetahui 𝐴∗, 𝐵∗, 𝐶∗, dan 𝐷∗, regangan yang dialami 

bidang referensi dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (6.47), 

yaitu 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐴∗11 𝐴∗12 𝐴∗16 𝐵∗11 𝐵∗12 𝐵∗16

𝐴∗12 𝐴∗22 𝐴∗26 𝐵∗12 𝐵∗22 𝐵∗26

𝐴∗𝑎16 𝐴∗26 𝐴∗66 𝐵∗16 𝐵∗26 𝐵∗66

𝐵∗11 𝐵∗12 𝐵∗16 𝐷∗11 𝐷∗12 𝐷∗16

𝐵∗12 𝐵∗22 𝐵∗26 𝐷∗12 𝐷∗22 𝐷∗26

𝐵∗16 𝐵∗26 𝐵∗66 𝐷∗16 𝐷∗26 𝐷∗66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

300 N m⁄  

0

0

0

0

0

.

.]
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=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

1,17 × 10−5

−6,91 × 10−6

0

0

0

−6,27 × 10−6

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.                                                                                 

Berbeda dengan laminat pada Contoh 6.1, pada contoh ini resultan momen 

yang bekerja sama dengan nol, tetapi laminat tetap mengalami pemuntiran. 

Pada subbab berikutnya, kita akan melihat bahwa hal tersebut disebabkan 

oleh susunan laminat yang tidak simetris. Dengan demikian, ini berarti 

bahwa susunan lamina sangat berpengaruh terhadap sifat mekanik dari 

laminat. 

G. Kopel pada Laminat 

Pada Contoh 6.1, kita melihat bahwa meskipun tidak ada tegangan geser yang 

bekerja, laminat mengalami regangan geser. Kemudian, pada Contoh 6.2, kita 

melihat bahwa meskipun resultan momen yang bekerja sama dengan nol, 

laminat tetap mengalami pemuntiran. Artinya, terdapat kopel yang terjadi ketika 

gaya luar bekerja pada suatu laminat. Sekarang, mari kita bahas kopel-kopel 

yang terjadi pada suatu laminat ketika menerima gaya luar atau pembebanan.  

Untuk meninjau kopel-kopel yang terjadi, perhatikan bahwa persamaan 

(6.27) dapat ditulis sebagai dua persamaan terpisah, yaitu 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

   (6.57) 

dan 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.  (6.58) 

Berdasarkan persamaan (6.57) dan (6.58), dapat dilihat bahwa matriks 𝐴 

memberikan hubungan antara resultan tegangan dan regangan dari bidang 
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referensi; matriks 𝐷  memberikan hubungan antara resultan momen dengan 

kelengkungan bidang referensi; matriks 𝐵  memberikan hubungan antara 

resultan tegangan dengan kelengkungan bidang referensi dan hubungan antara 

resultan momen dan regangan bidang referensi.  

Sekarang, misalkan laminat mengalami pembengkokan yang ditandai 

dengan adanya kelengkungan 𝜅𝑥
0 yang terjadi di bidang referensi. Berdasarkan 

persamaan (6.57), perhatikan bahwa kelengkungan tersebut bisa saja 

disebabkan oleh resultan tegangan 𝑁𝑥  karena komponen 𝐵11 pada matriks 𝐵. 

Artinya, meskipun resultan tegangan 𝑁𝑥 arahnya adalah sejajar dengan bidang 

laminat, resultan tegangan tersebut juga bisa menyebabkan pembengkokan. 

Keterkaitan seperti ini disebut sebagai kopel ekstensi dan pembengkokan. Nanti 

kita akan membahas bahwa dengan menjadikan susunan laminat berupa 

susunan yang simetris, semua komponen matriks 𝐵 sama dengan nol sehingga 

pembengkokan dan pemuntiran akibat tegangan bidang tidak terjadi. Secara 

lebih terperinci, pengaruh komponen-komponen matriks 𝐴,  𝐵,  dan 𝐷 

ditunjukkan pada Tabel 6.1.  

 

Tabel 6.1 Pengaruh Komponen-Komponen Matriks 𝐴, 𝐵, dan 𝐷 terhadap 

Deformasi yang Terjadi 

Komponen 

Matriks 

Kekauan 

Hubungan antara: 

Jenis Kopel 

Resultan 

Tegangan/ 

Resultan 

Momen 

Regangan/ 

Keleng- 

kungan 

𝐴11 𝑁𝑥 𝜀𝑥
0
 Tanpa kopel 

𝐴22 𝑁𝑦 𝜀𝑦
0
 Tanpa kopel 

𝐴22 𝑁𝑦 𝜀𝑦
0
 Tanpa kopel 

𝐴66 𝑁𝑥𝑦 𝛾𝑥𝑦
0

 Tanpa kopel 

𝐴12 𝑁𝑥 𝜀𝑦
0
 Kopel Poisson dan ekstensi  

𝑁𝑦 𝜀𝑥
0
 Kopel Poisson dan ekstensi  

𝐴16 
𝑁𝑥 𝛾𝑥𝑦

0
 Kopel ekstensi dan regangan geser 

𝑁𝑥𝑦 𝜀𝑥
0
 Kopel ekstensi dan regangan geser 

𝐴26 
𝑁𝑦 𝛾𝑥𝑦

0
 Kopel ekstensi dan regangan geser 

𝑁𝑥𝑦 𝜀𝑦
0
 Kopel ekstensi dan regangan geser 

𝐵11 
𝑁𝑥 𝜅𝑥

0
 Kopel ekstensi dan pembengkokan 

𝑀𝑥 𝜀𝑥
0
 Kopel ekstensi dan pembengkokan 

𝐵22 
𝑁𝑦 𝜅𝑦

0
 Kopel ekstensi dan pembengkokan 

𝑀𝑦 𝜀𝑦
0
 Kopel ekstensi dan pembengkokan Bu
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Komponen 

Matriks 

Kekauan 

Hubungan antara: 

Jenis Kopel 

Resultan 

Tegangan/ 

Resultan 

Momen 

Regangan/ 

Keleng- 

kungan 

𝐵66 
𝑁𝑥𝑦 𝜅𝑥𝑦

0
 Kopel ekstensi geser dan pemuntiran 

𝑀𝑥𝑦 𝛾𝑥𝑦
0

 Kopel ekstensi geser dan pemuntiran 

𝐵12 

𝑁𝑥 𝜅𝑦
0

 Kopel ekstensi -pembengkokan dan Poisson  

𝑁𝑦 𝜅𝑥
0
 Kopel ekstensi -pembengkokan dan Poisson 

𝑀𝑥 𝜀𝑦
0
 Kopel ekstensi -pembengkokan dan Poisson 

𝑀𝑦 𝜀𝑥
0
 Kopel ekstensi -pembengkokan dan Poisson 

𝐵16 

𝑁𝑥 𝜅𝑥𝑦
0

 Kopel ekstensi -pemuntiran 

𝑁𝑥𝑦 𝜅𝑥
0
 Kopel pembengkokan dan regangan geser 

𝑀𝑥 𝛾𝑥𝑦
0

 Kopel pembengkokan dan regangan geser 

𝑀𝑥𝑦 𝜀𝑥
0
 Kopel ekstensi -pemuntiran 

𝐵26 

𝑁𝑦 𝜅𝑥𝑦
0

 Kopel ekstensi -pemuntiran 

𝑁𝑥𝑦 𝜅𝑦
0

 Kopel pembengkokan dan regangan geser 

𝑀𝑦 𝛾𝑥𝑦
0

 Kopel pembengkokan dan regangan geser 

𝑀𝑥𝑦 𝜀𝑦
0
 Kopel ekstensi -pemuntiran 

𝐷11 𝑀𝑥 𝜅𝑥
0
 Tanpa kopel 

𝐷22 𝑀𝑦 𝜅𝑦
0

 Tanpa kopel 

𝐷66 𝑀𝑥𝑦 𝜅𝑥𝑦
0

 Tanpa kopel 

𝐷12 
𝑀𝑥 𝜅𝑦

0
 Kopel pembengkokan dan Poisson 

𝑀𝑦 𝜅𝑥
0
 Kopel pembengkokan dan Poisson 

𝐷16 
𝑀𝑥 𝜅𝑥𝑦

0
 Kopel pembengkokan dan pemuntiran 

𝑀𝑥𝑦 𝜅𝑥
0
 Kopel pembengkokan dan pemuntiran 

𝐷26 
𝑀𝑦 𝜅𝑥𝑦

0
 Kopel pembengkokan dan pemuntiran 

𝑀𝑥𝑦 𝜅𝑦
0

 Kopel pembengkokan dan pemuntiran 

Selain itu, Perhatikan bahwa komponen bagian diagonal dari matriks 𝐴 

dan 𝐵 tidak bernilai nol, yaitu 𝐴11 ≠ 0, 𝐴22 ≠ 0, 𝐴66 ≠ 0, 𝐷11 ≠ 0, 𝐷22 ≠ 0, 

dan 𝐴66 ≠ 0. Kemudian, komponen yang berkaitan dengan efek Poisson juga 

tidak sama dengan nol, yaitu 𝐴12 ≠ 0 dan 𝐷12 ≠ 0. Komponen matriks yang 

lain bisa saja bernilai nol berdasarkan susunan laminatnya. Dengan demikian, 

dalam desain laminat, jika banyak komponen matriks yang nol, perhitungan 

menjadi lebih sederhana. Selain itu, efek kopel dapat dihindari sehingga analisis 

menjadi lebih mudah. 
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H. Laminat Simetris 

Kita sudah membahas bahwa makin banyak komponen matriks 𝐴𝐵𝐷  yang 

bernilai nol maka akan makin banyak kopel yang tidak terjadi. Salah satu kopel 

yang sering dihindari adalah kopel yang disebabkan oleh komponen-komponen 

matriks 𝐵.  Kita sudah melihat pada Contoh 6.2 dan Tabel 6.1, ketika 

komponen-komponen matriks 𝐵  dari suatu laminat tidak sama dengan nol, 

tegangan bidang dapat menyebabkan terjadinya pemuntiran atau 

pembengkokan. Perlu diketahui bahwa ketika dalam proses fabrikasi, ada 

laminat yang perlu dipanaskan dalam suhu yang cukup tinggi dan kemudian 

didinginkan kembali. Kemudian, nanti pada Bab VIII, kita akan membahas 

bahwa perubahan suhu dapat menyebabkan terjadinya tegangan termal yang 

arahnya sejajar dengan bidang laminat. Artinya, jika matriks komponen-

komponen matriks 𝐵 dari suatu laminat tidak sama dengan nol, tegangan termal 

selama proses fabrikasi dapat menyebabkan terjadinya pembengkokan atau 

pemuntiran pada laminat.   

Jika komponen-komponen matriks 𝐵  sama dengan nol seperti pada 

Contoh 6.1, tegangan bidang tidak menyebabkan terjadinya pembengkokan. 

Penyebab komponen-komponen matriks 𝐵 sama dengan nol pada Contoh 6.1 

sebetulnya adalah susunan lamina dari laminat tersebut yang simetris. Oleh 

sebab itu, susunan simetris sering digunakan dalam membuat suatu laminat.   

Apa sebetulnya yang dimaksud dengan laminat simetris? Laminat 

simetris merupakan laminat yang memiliki sifat material dan geometri yang 

simetris terhadap bidang referensi. Dengan kata lain, setiap lamina dengan sifat 

tertentu, arah tertentu dan ketebalan tertentu pada jarak 𝑧 dari bidang referensi, 

terdapat lamina dengan sifat yang sama, arah yang sama dan ketebalan yang 

sama pada jarak (−𝑧)  dari bidang referensi. Jumlah lamina penyusun pada 

laminat simetris bisa genap atau ganjil. Jika jumlah lamina penyusun ganjil, kita 

dapat mendefinisikan bidang referensi berada di tengah-tengah lamina yang 

berada di tengah-tengah laminat.  

Sekarang, mari kita bahas alasan semua komponen matriks 𝐵  pada 

laminat simetris sama dengan nol. Berdasarkan Gambar 6.5, terlihat bahwa pada 

sisi 𝑧  negatif, |𝑧𝑘| < |𝑧𝑘−1| sehingga (𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 ) < 0. Sementara itu, pada 

sisi 𝑧  positif, |𝑧𝑘| > |𝑧𝑘−1|  sehingga (𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 ) > 0.  Karena ketebalan 

lamina yang berpasangan bernilai sama, dapat dituliskan bahwa 

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

z−
= −(𝑧𝑘

2 − 𝑧
𝑘−1

2
)

z+
;                                   (6.59) 

dengan ruas kiri merupakan (𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 ) dari lamina yang berada di sisi 𝑧 

negatif dan berjarak sejauh 𝑧′ dari bidang referensi dan ruas kanannya 

merupakan (𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 ) dari lamina yang berada di sisi 𝑧 positif dan berjarak 

sejauh 𝑧′dari bidang referensi. Dengan demikian, matriks kekakuan tereduksi 

yang ditransformasi dari kedua pasang lamina tersebut adalah sama maka 
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berdasarkan persamaan (6.15), kedua lamina tersebut akan saling 

menghilangkan sehingga dapat dituliskan bahwa  

𝐵 = 0.                                                        (6.60) 

 

Gambar 6.5 Laminat Simetris 

Kemudian, karena pada laminat simetris semua komponen matriks 𝐵 

sama dengan nol, persamaan (6.57) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                     (6.61) 

dan persamaan (6.58) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.                                   (6.62) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.61) dan (6.62), pada 

laminat simetris, dapat dilihat bahwa pembengkokan hanya mungkin 

disebabkan oleh resultan momen. Jika hanya resultan tegangan yang bekerja, 

resultan tegangan tersebut hanya akan menyebabkan regangan normal atau 

regangan geser.  

Kemudian, berdasarkan persamaan (6.54) dan (6.55), karena 𝐵 = 0 , 

matriks 𝐵∗ = 𝐶∗ = 0. Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.47), pada 

laminat simetris dapat dituliskan bahwa 

𝑧 

𝑥 

𝑧1 
𝑧0 

𝑧2 

𝑧𝑁−1 
𝑧𝑁 

𝑧𝑘−1 
𝑧𝑘 

𝑧’ 

−𝑧′ 

Sisi negatif: 𝑧1 lebih 

negatif daripada 𝑧2 

sehingga (𝑧1
2 > 𝑧2

2) 
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[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴
11
∗ 𝐴

12
∗ 𝐴

16
∗

𝐴
12
∗ 𝐴

22
∗ 𝐴

26
∗

𝐴
16
∗ 𝐴

26
∗ 𝐴

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

                                   (6.63) 

dan  

[
 
 
 
 
.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐷
11
∗ 𝐷

12
∗ 𝐷

16
∗

𝐷
12
∗ 𝐷

22
∗ 𝐷

26
∗

𝐷
16
∗ 𝐷

26
∗ 𝐷

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.                                 (6.64) 

Selain itu, berdasarkan persamaan (6.53) dan (6.56), karena 𝐵 = 0, 𝐴∗ = 𝐴−1 

dan 𝐷∗ = 𝐷−1.  

I. Modulus Young Laminat 

Untuk mendeskripsikan seberapa elastis suatu laminat, kita juga bisa 

mendefinisikan modulus Young dari laminat tersebut. Untuk mendefinisikan 

modulus Young tersebut, karena tegangan di sepanjang ketebalan laminat 

berbeda-beda, kita perlu terlebih dahulu untuk mendefinisikan besaran 

tegangan rata-rata. Resultan tegangan adalah integral dari tegangan terhadap 

ketebalan maka tegangan rata-rata pada arah 𝑥  dan 𝑦,  yang misalkan 

disimbolkan sebagai 𝜎̅𝑥 dan 𝜎̅𝑦, didefinisikan sebagai  

𝜎̅𝑥 =
𝑁𝑥
𝐻
,                                                          (6.65) 

𝜎̅𝑦 =
𝑁𝑦
𝐻
.                                                          (6.66) 

Kemudian, tegangan geser rata-rata yang misalkan disimbolkan sebagai 𝜏𝑥̅𝑦 , 

didefinisikan sebagai 

𝜏𝑥̅𝑦 =
𝑁𝑥𝑦
𝐻
.                                                        (6.67) 

Dengan demikian, dapat dituliskan bahwa 

𝑁𝑥 = 𝐻 𝜎̅𝑥,                                                        (6.68) 

𝑁𝑦 = 𝐻 𝜎̅𝑦,                                                        (6.69) 
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𝑁𝑥𝑦 = 𝐻 𝜏𝑥̅𝑦.                                                       (6.70) 

Sekarang, mari kita tentukan rumusan modulus Young dari suatu laminat. 

Karena laminat simetris memiliki keunggulan, yaitu tidak mengalami 

pembengkokan dan pemuntiran akibat tegangan bidang, kita akan 

memfokuskan pembahasan kita pada laminat simetris tersebut. Berdasarkan 

persamaan (6.68)–(6.70), persamaan (6.63) dapat dituliskan sebagai 

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴
11
∗ 𝐴

12
∗ 𝐴

16
∗

𝐴
12
∗ 𝐴

22
∗ 𝐴

26
∗

𝐴
16
∗ 𝐴

26
∗ 𝐴

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝐻 𝜎̅𝑥

𝐻 𝜎̅𝑦

𝐻 𝜏𝑥̅𝑦

.

.]
 
 
 

.                              (6.71) 

Ketika satu-satunya tegangan yang bekerja adalah tegangan pada arah 𝑥, 

modulus Young pada arah 𝑥 adalah 𝐸𝑥, yaitu 

𝐸𝑥 =
𝜎̅𝑥

𝜀𝑥
0
.                                                      (6.72) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (6.71), jika satu-satunya tegangan yang 

bekerja adalah 𝜎̅𝑥, sedangkan 𝜎̅𝑦 = 𝜏𝑥̅𝑦 = 0, dapat dituliskan bahwa 

𝜀𝑥
0
= 𝑎11𝐻𝜎̅𝑥,                                                              

1

𝑎11𝐻
=
𝜎̅𝑥

𝜀𝑥
0
.                                                        (6.73)  

Dengan demikian, dengan membandingkan persamaan (6.72) dengan 

persamaan (6.73), dapat disimpulkan bahwa modulus Young pada arah 𝑥 dari 

laminat adalah 

𝐸𝑥 =
1

𝐴
11
∗ 𝐻

.                                                     (6.74) 

Selanjutnya, ketika satu-satunya tegangan yang bekerja adalah tegangan 

pada arah 𝑦, modulus Young pada arah 𝑦 didefinisikan sebagai 𝐸𝑦, yaitu 

𝐸𝑦 =
𝜎̅𝑦

𝜀𝑦
0
.                                                          (6.75) 

Berdasarkan persamaan (6.71), jika satu-satunya tegangan yang bekerja adalah 

𝜎̅𝑦, sedangkan 𝜎̅𝑥 = 𝜏𝑥̅𝑦 = 0, dapat dituliskan bahwa 
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𝜀𝑦
0
= 𝐴

22
∗ 𝐻𝜎̅𝑦 ,      

1

𝐴
22
∗ 𝐻

=
𝜎̅𝑦

𝜀𝑦
0
.                                                           (6.76) 

Dengan demikian, dengan membandingkan persamaan (6.75) dengan 

persamaan (6.76), dapat disimpulkan bahwa modulus Young pada arah 𝑦 dari 

laminat adalah 

𝐸𝑦 =
1

𝐴
22
∗ 𝐻

.                                                       (6.77) 

Contoh 6.3 

Tentukan modulus Young 𝐸𝑥 dan 𝐸𝑦 dari laminat pada Contoh 6.1. 

 

Jawab 

Untuk menentukan modulus Young 𝐸𝑥 dan 𝐸𝑦 dari laminat pada Contoh 6.1, 

kita perlu terlebih dahulu menentukan matriks 𝐴∗ dari laminat tersebut. Cara 

menentukan matriks tersebut adalah seperti yang kita lakukan pada Contoh 6.2. 

Akan tetapi, laminat pada Contoh 6.1 merupakan laminat simetris maka 𝐴∗ =
𝐴−1.  Dengan demikian, berdasarkan matriks 𝐴  dan 𝐴−1  yang sudah kita 

tentukan pada Contoh 6.1, karena, 𝐴∗ = 𝐴−1, matriks 𝐴∗ adalah 

𝐴∗ = 𝐴−1 =

[
 
 
 

.

.

1,41 −0,40 0

−0,40 1,41 0

0 0 3,62

.

.]
 
 
 

 × 10−8 Pa−1 ∙m−1.               (a) 

Laminat tersebut terdiri dari delapan lapis lamina dan masing-masing lamina 

memiliki ketebalan sebesar 0,0012 m. Dengan demikian, berdasarkan 

persamaan (6.74), modulus Young 𝐸𝑥 adalah 

𝐸𝑥 =
1

𝐴
11
∗ 𝐻

=
1

(1,41 × 10−8)(0,0012)
 Pa   

= 59,10 GPa.                                                                                  

Sementara itu, berdasarkan persamaan (6.77), modulus Young 𝐸𝑦 adalah Bu
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𝐸𝑦 =
1

𝐴
12
∗ 𝐻

=
1

(1,41 × 10−8)(0,0012)
 Pa 

= 59,10 GPa.                                                                                

Terlihat bahwa pada laminat dengan susunan seperti ini, modulus Young 𝐸𝑥 

dan 𝐸𝑦 dari laminat bernilai sama.  

J. Modulus Geser Laminat 

Sekarang, mari kita tentukan modulus geser dari laminat simetris. Ketika satu-

satunya tegangan yang bekerja adalah tegangan geser, modulus geser dari suatu 

laminat didefinisikan sebagai 𝐺𝑥𝑦, yaitu 

𝐺𝑥𝑦 =
𝜏𝑥̅𝑦

𝛾𝑥𝑦
0
.                                                         (6.78) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (6.71), jika satu-satunya tegangan yang 

bekerja adalah tegangan geser, sedangkan 𝜎̅𝑥 = 𝜎̅𝑦 = 0, dapat dituliskan bahwa 

𝛾𝑥𝑦
0
= 𝐴

66
∗ 𝐻𝜏𝑥̅𝑦 ,     

1

𝐴
66
∗ 𝐻

=
𝜏𝑥̅𝑦

𝛾𝑥𝑦
0
.                                                        (6.79) 

Dengan demikian, dengan membandingkan persamaan (6.78) dengan 

persamaan (6.79), dapat disimpulkan bahwa modulus geser dari laminat adalah 

𝐺𝑥𝑦 =
1

𝐴
66
∗ 𝐻

.                                                     (6.80) 

Contoh 6.4 

Tentukan modulus geser dari laminat pada Contoh 6.1. 

 

Jawab 

Kita sudah menentukan matriks 𝐴∗  dari laminat pada Contoh 6.3. Dengan 

demikian, berdasarkan persamaan (6.80), modulus geser dari laminat adalah 
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𝐺𝑥𝑦 =
1

𝐴
66
∗ 𝐻

=
1

(3,62 × 10−8)(0,0012)
 Pa 

= 23,02 GPa.                                                                               

K. Rasio Poisson Laminat 

Sekarang, mari kita tentukan rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦  dari laminat simetris. Ketika 

satu-satunya tegangan yang bekerja adalah tegangan 𝜎̅𝑥, rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dari 

suatu laminat didefinisikan sebagai  

𝜈𝑥𝑦 = −
𝜀𝑥

0

𝜀𝑦
0
.                                                       (6.81) 

Berdasarkan persamaan (6.71), jika satu-satunya tegangan yang bekerja adalah 

𝜎̅𝑥, sedangkan 𝜎̅𝑦 = 𝜏𝑥̅𝑦 = 0, dapat dituliskan bahwa 

𝜀𝑥
0
= 𝐴

11
∗ 𝐻𝜎̅𝑥                                                  (6.82) 

dan 

𝜀𝑦
0
= 𝐴

12
∗ 𝐻𝜎̅𝑥 .                                                 (6.83) 

Dengan demikian, rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dapat ditulis sebagai 

𝜈𝑥𝑦 = −
𝐴

12
∗ 𝐻𝜎̅𝑥

𝐴
11
∗ 𝐻𝜎̅𝑥

        

maka 

𝜈𝑥𝑦 = −
𝐴

12
∗

𝐴
11
∗ .                                                      (6.84) 

Contoh 6.5 

Tentukan rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dari laminat pada Contoh 6.1. 
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Jawab 

Berdasarkan persamaan (6.84) dan matriks 𝐴∗  yang sudah ditentukan pada 

Contoh 6.3, rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦 dari laminat pada Contoh 6.1 adalah 

𝜈𝑥𝑦 = −
𝐴

12
∗

𝐴
11
∗ = −

−0,40 × 10−8 Pa−1 ∙m−1

1,41 × 10−8 Pa−1 ∙m−1
 

𝜈𝑥𝑦 = 0,28.                                                                                           

Soal-soal 

1. Sebuah laminat dibuat dari lamina sejenis dengan susunan (±30/0)𝑆 . 

Sifat-sifat lamina penyusunnya adalah 𝐸1 = 120 GPa, 𝐸2 = 10 Gpa, 𝜈12 =
0,25,  dan 𝐺12 = 8 GPa . Diketahui bahwa bidang referensi dari laminat 

tersebut mengalami regangan berupa  

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

1,4 × 10−5

1,55 × 10−6

0

0

0

1,30 × 10−6

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Jika ketebalan setiap lapisan adalah 0,15 mm, tentukan resultan tegangan 

dan resultan momen yang bekerja pada laminat tersebut. 

2. Tentukan modulus Young, modulus geser, dan rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦  dari 

laminat pada soal nomor 1. 

3. Sebuah laminat dibuat dari lamina sejenis dengan susunan (0/90/0)𝑆 . 

Sifat lamina penyusun adalah 𝐸1 = 155 GPa, 𝐸2 = 15 GPa, 𝜈12 = 0,25, 

dan 𝐺12 = 8 GPa. Diketahui bahwa laminat tersebut menerima gaya luar 

yang terdistribusi merata di sepanjang sisi laminat seperti ditunjukkan pada 

gambar di bawah. Selain itu, diketahui juga bahwa resultan momen yang 

dihasilkan gaya-gaya tersebut, yaitu 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, dan 𝑀𝑥𝑦, sama dengan nol. 

Jika ketebalan setiap lapisan adalah 0,15 mm, tentukan 
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a) resultan tegangan yang bekerja pada laminat, 

b) matriks 𝐴, 𝐵, 𝐶 dan 𝐴𝐵𝐷 dari laminat tersebut, 

c) distribusi regangan 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, 𝛾𝑥𝑦 dan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦 di sepanjang 

ketebalan laminat, dan  

d) distribusi regangan 𝜀1, 𝜀2, 𝛾12 dan tegangan 𝜎1, 𝜎2, 𝜏12 yang bekerja 

di sepanjang ketebalan laminat. 

 

 

 

 

 

 

 

4. Tentukan modulus Young, modulus geser, dan rasio Poisson 𝜈𝑥𝑦  dari 

laminat pada soal nomor 3. 

5. Tentukan rasio Poisson 𝜈𝑦𝑥 dari laminat pada soal nomor 3. 

 

 

 

 

 

𝐹 = 1.500 N 𝐹 = 1.500 N 

𝐹 = 500 N 

𝐹 = 500 N 

0,140 m 

0,280 m 

𝑦 

𝑧 

𝑥 
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BAB VII  

KEKUATAN MATERIAL 

KOMPOSIT 

Pada bab-bab sebelumnya, kita membahas respons suatu lamina atau laminat 

ketika menerima gaya dari luar. Berdasarkan konsep-konsep yang sudah kita 

bahas tersebut, kita bisa menentukan tegangan yang bekerja pada material 

komposit, baik lamina maupun laminat. Dalam pengaplikasiannya, tentu 

tegangan yang bekerja tidak boleh melebihi tegangan maksimum yang mampu 

ditahan oleh material komposit tersebut.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 7.1 Peta Konsep Bab 7 

Sebagaimana peta konsep pada Gambar 7.1, pada bab ini, kita akan 

membahas konsep tentang kekuatan material komposit, baik kekuatan lamina 

maupun laminat. Kekuatan material komposit merupakan tegangan maksimum 

yang mampu ditahan oleh material tersebut. Untuk menentukan kekuatan atau 

tegangan maksimum tersebut, sebetulnya terdapat beberapa teori yang dapat 

digunakan. Namun, di buku ini, kita akan menggunakan teori yang cukup 

intuitif, yaitu teori yang disebut sebagai teori kriteria kegagalan tegangan 
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maksimum. Kita akan menggunakan kriteria kegagalan tegangan maksimum 

tersebut untuk memperkirakan kekuatan lamina dan laminat. Kemudian, kita 

juga akan membahas teori kriteria kegagalan regangan maksimum untuk 

memprediksi kekuatan material komposit. 

A. Kekuatan Lamina 

Ketika lamina ditarik oleh gaya 𝑭𝑥 (Gambar 7.2) yang makin membesar dan 

tidak lagi mampu menahan tegangan yang bekerja, lamina tersebut mengalami 

kegagalan. Tentu besar gaya 𝑭𝑥 ketika kegagalan sangat dipengaruhi oleh arah 

serat 𝜃. Gaya 𝑭𝑥 yang dibutuhkan untuk menyebabkan kegagalan ketika 𝜃 = 0 

lebih besar dibandingkan ketika 𝜃 > 0 atau 𝜃 < 0.  

 
Gambar 7.2 Lamina yang Ditarik oleh Gaya 𝑭𝑥 

Untuk menentukan tegangan maksimum yang bekerja ketika sebuah 

lamina mengalami kegagalan, kita bisa menggunakan teori kriteria kegagalan 

maksimum. Berdasarkan teori tersebut, suatu lamina akan mengalami 

kegagalan jika memenuhi kondisi-kondisi berikut. 

1) Tegangan tarik yang dialami lamina pada arah 1 melebihi tegangan 

tarik yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

2) Tegangan tekan yang dialami lamina pada arah 1 melebihi tegangan 

tekan yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

3) Tegangan tarik yang dialami lamina pada arah 2 melebihi tegangan 

tarik yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

4) Tegangan tekan yang dialami lamina pada arah 2 melebihi tegangan 

tarik yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

5) Tegangan geser yang dialami lamina melebihi tegangan geser yang 

mampu ditahan oleh lamina tersebut. 

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa suatu laminat tidak akan 

mengalami kegagalan jika tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada lamina 

memenuhi kriteria berikut: 

𝑥 

𝑦 

𝑭𝑥 𝑭𝑥 
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𝜎1
tek < 𝜎1 < 𝜎1

tar,                                                (7.1) 

𝜎2
tek < 𝜎2 < 𝜎2

tar,                                                (7.2) 

|𝜏12| < 𝜏12
maks.                                                      (7.3) 

Besaran 𝜎1
tek  dan 𝜎1

tar  secara berturut-turut adalah tegangan tekan dan 

tegangan tarik maksimum pada arah 1. Kemudian, 𝜎2
tek  dan 𝜎2

tar  secara 

berturut-turut adalah tegangan tekan dan tegangan tarik maksimum pada arah 2, 

sedangkan 𝜏12
maks  merupakan besar tegangan geser maksimum. Kegagalan 

suatu lamina ditentukan oleh tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 maka untuk menentukan 

apakah lamina mengalami kegagalan ketika menerima gaya luar, kita perlu 

menentukan tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada lamina.  

Contoh 7.1 

Sebuah lamina karbon/epoksi dengan serat arah 30° menerima tegangan seperti 

ditunjukkan pada gambar di bawah, sedangkan 𝜎𝑦 = 𝜏𝑥𝑦 = 0 . Periksalah 

apakah lamina tersebut mengalami kegagalan atau tidak jika kekuatan lamina 

tersebut diberikan oleh 𝜎1
tek = −750 MPa,  𝜎1

tar = 1.800 MPa,  𝜎2
tek =

−160 MPa, 𝜎2
tar = 50 MPa, dan 𝜏12

maks = 80 MPa. 

 

 

 

 

 

 
Jawab 

Berdasarkan kriteria (7.1)–(7.3), tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja harus di 

dalam rentang batas kekuatan lamina tersebut, yaitu 

[
 
 
 

.

.

−750 MPa

−160 MPa

−80 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.800 MPa

50 MPa

80 MPa

.

.]
 
 
 

. 

Karena kegagalan lamina bergantung pada tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12, kita perlu 

terlebih dahulu untuk mentransformasikan tegangan yang dialami lamina ke 

sistem koordinat utama. Dengan 𝑚 = cos(30°) dan 𝑛 = sin(30°), tegangan 𝜎1, 

𝜎2, dan 𝜏12 yang dialami lamina adalah 

𝜎𝑥 = 190 MPa 𝜎𝑥 = 190 MPa 
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[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

190

0

0

.

.]
 
 
 

 MPa  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

142,50

47,50

−82,27

.

.]
 
 
 

Mpa.                                                              (a) 

Terlihat bahwa tegangan 𝜎1 dan 𝜎2 yang bekerja masih berada di dalam rentang 

batas kekuatan lamina. Akan tetapi, tegangan 𝜏12 yang bekerja sudah melewati 

rentang batas kekuatan tersebut. Artinya, ketika lamina menerima tegangan 

tarik 𝜎𝑥 sebesar 190 MPa, lamina tersebut mengalami kegagalan akibat tidak 

mampu menahan tegangan geser 𝜏12 yang bekerja.  

Contoh 7.2 

Jika lamina pada Contoh 7.1 hanya menerima tegangan geser, tentukan besar 

tegangan geser maksimum yang mampu ditahan oleh lamina tersebut.  

 

Jawab 

Karena tegangan yang bekerja hanya tegangan geser, ini berarti bahwa 𝜎𝑥 = 0 

dan 𝜎𝑦 = 0. Kemudian, dengan 𝑚 = cos(30°) dan 𝑛 = sin(30°), tegangan 𝜎1, 

𝜎2, dan 𝜏12 yang dialami lamina tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0

0

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

     

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,87 𝜏𝑥𝑦

−0,87 𝜏𝑥𝑦

0,5 𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

.                                                              (a) 

Berdasarkan data kekuatan lamina, dapat dituliskan bahwa Bu
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[
 
 
 

.

.

−750 MPa

−160 MPa

−80 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

0,87 𝜏𝑥𝑦

−0,87 𝜏𝑥𝑦

0,5 𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.800 MPa

50 MPa

80 MPa

.

.]
 
 
 

          

atau 

[
 
 
 

.

.

−862,07 MPa

−57,47 MPa

−160 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

 𝜏𝑥𝑦

 𝜏𝑥𝑦

 𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

2.068,97 MPa 

183,91 MPa

160 MPa

.

.]
 
 
 

.                     (b) 

Berdasarkan persamaan (a), baris pertama, kedua, dan ketiga pada 

pertidaksamaan (b) secara berturut-turut menunjukkan batas tegangan geser 

yang dapat bekerja supaya lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan 

𝜎1 , 𝜎2 , dan  𝜏12 . Kemudian, berdasarkan pertidaksamaaan (b), dapat dilihat 

bahwa tegangan geser negatif maksimum yang dapat ditahan oleh lamina adalah 

 𝜏𝑥𝑦 = −57,47 MPa dan tegangan geser positif maksimum yang dapat ditahan 

lamina adalah  𝜏𝑥𝑦 = 160 MPa. Perhatikan bahwa tegangan geser negatif tidak 

mungkin bernilai  𝜏𝑥𝑦 = −160 MPa  atau  𝜏𝑥𝑦 = −862,07 MPa  karena 

sebelum tegangan tersebut tercapai, lamina sudah mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik  𝜎2 sudah mencapai nilai maksimum, yaitu ketika tegangan geser 

 𝜏𝑥𝑦  yang bekerja bernilai  𝜏𝑥𝑦 = −57,47 MPa . Selain itu, tegangan geser 

positif  𝜏𝑥𝑦 = 183,91 MPa  dan  𝜏𝑥𝑦 = 2.068,97 MPa  juga tidak mungkin 

terjadi karena sebelum tegangan geser tersebut tercapai, lamina sudah 

mengalami kegagalan akibat tegangan  𝜏12 sudah mencapai nilai maksimum, 

yaitu ketika tegangan geser  𝜏𝑥𝑦 yang bekerja bernilai  𝜏𝑥𝑦 = 160 MPa.  

Selain itu, dapat dilihat bahwa besar tegangan geser maksimum yang 

bekerja bergantung pada tanda negatif atau positif dari tegangan tersebut. 

Berdasarkan persamaan (a), jika tegangan geser bernilai negatif, lamina 

mengalami tegangan tarik pada arah tranversal. Sementara itu, jika tegangan 

geser bernilai positif, lamina mengalami tegangan tekan pada arah transversal. 

Karena kuat tekan dan kuat tarik pada arah transversal berbeda, hal tersebut 

menyebabkan besar tegangan geser negatif maksimum dan besar tegangan geser 

positif maksimum berbeda. Besar tegangan geser terkecil dari kedua besar 

tegangan geser tersebut didefinisikan sebagai kekuatan geser. 

Contoh 7.3 

Misalkan kekuatan lamina diberikan oleh 𝜎1
tek = −800 MPa,  𝜎1

tar =
1.900 MPa,  𝜎2

tek = −150 MPa,  𝜎2
tar = 60 Mpa,  dan 𝜏12

maks = 85 MPa. 
Buatlah grafik kekuatan tarik vs arah serat pada rentang 0 < 𝜃 < 90°  dari 
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lamina tersebut ketika lamina tersebut ditarik pada arah 𝑥 seperti ditunjukkan 

pada gambar di bawah. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jawab 

Pertama, mari kita transformasikan terlebih dahulu tegangan yang bekerja ke 

sistem koordinat utama. Karena satu-satunya tegangan yang bekerja adalah 𝜎𝑥, 

dapat dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

0

0

.

.]
 
 
 

 

sehingga 

𝜎1 = 𝑚
2𝜎𝑥 ,   

𝜎2 = 𝑛2𝜎𝑥 ,    

𝜏12 = −𝑚𝑛𝜎𝑥 . 

Berdasarkan ketiga persamaan di atas, karena 𝑚  dan 𝑛  bernilai positif pada 

rentang 0 < 𝜃 < 90°, ketika lamina ditarik oleh tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎2 akan makin 

positif atau lamina mengalami tarikan pada arah 2. Sementara itu, tegangan 

geser 𝜏12 menjadi makin negatif. Kemudian, karena 𝑚 = cos 𝜃 dan 𝑛 = sin 𝜃, 

dapat dituliskan bahwa  

𝜎𝑥 =
𝜎1

cos2 𝜃
;      

𝜎𝑥 =
𝜎2

sin2 𝜃
;     

        𝜎𝑥 = −
𝜏12

cos 𝜃 sin𝜃
. 

𝜎𝑥 𝜎𝑥 

𝜃 
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Dengan demikian, kekuatan tarik lamina dapat ditentukan dengan 

menyubstitusikan  𝜎1
tar = 1.900 MPa,  𝜎2

tar = 60 Mpa,  dan 𝜏12
maks =

−85 MPa ke dalam tiga persamaan di atas, yaitu 

𝜎𝑥 =
1.900 MPa

cos2 𝜃
;                                                           (a) 

𝜎𝑥 =
60 MPa

sin2 𝜃
;                                                                (b) 

𝜎𝑥 = −
−85 MPa

cos 𝜃 sin𝜃
.                                                       (c) 

Plot persamaan (a)–(c) sebagai fungsi 𝜃  akan menghasilkan kurva seperti 

ditunjukkan pada gambar berikut. Kekuatan lamina sebagai fungsi 𝜃 

ditunjukkan oleh kurva yang memberikan 𝜎𝑥 terkecil di setiap nilai 𝜃.  

Sekarang, mari kita tentukan nilai 𝜃 yang menunjukkan titik 1, yaitu titik 

perpotongan antara kurva yang dihasilkan oleh persamaan (a) dan (c). Dengan 

menyamakan persamaan (a) dan (c),  

1.900 MPa

cos2 𝜃
=

85 MPa

cos 𝜃 sin𝜃
;                                                          

Persamaan (c) 
 

Persamaan (b) 
 

Persamaan  (a) 

Tegangan 𝜎𝑥 

maksimum 

(MPa) 
 

𝜃 
 10° 

 

20° 
 

30° 
 

40° 
 

50° 
 

60° 
 

70° 
 

80° 
 

90° 
 

500 

 

1.000 

 

1.500 

 

2.000 

 

2.500 

 

1 

 

2 
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sin𝜃

cos𝜃
=

85 MPa

1.900 MPa
;                                                         

tan𝜃 = 0,0447.                                                                 

Dengan demikian, titik 1 berada pada titik 𝜃 = tan−1(0,0447) = 2,56°.  

Kemudian, nilai 𝜃  yang menunjukkan titik 2, yaitu titik perpotongan 

antara kurva yang dihasilkan oleh persamaan (b) dan (c), dapat ditentukan 

dengan menyamakan persamaan (b) dan (c), yaitu  

60 MPa

sin2 𝜃
=

85 MPa

cos𝜃 sin𝜃
;                                                           

cos𝜃

sin𝜃
=

85 MPa

60 MPa
;                                                                

cot 𝜃 = 1,4167.                                                                  

Dengan demikian, titik 2 berada pada titik 𝜃 = cot−1(1,4167) = 35,22°.  

Terlihat bahwa ketika arah serat adalah pada rentang 0°–2,56°, kekuatan 

lamina ditentukan oleh kekuatan tarik lamina pada arah serat. Setelah itu, pada 

rentang 2,56°–35,22°, kekuatan lamina ditentukan oleh kekuatan geser lamina 

dan pada rentang 35,22° − 90°, kekuatan lamina ditentukan oleh kekuatan tarik 

lamina pada arah 2.  

B. Rasio Kekuatan 

Kriteria (7.1), (7.2), dan (7.3) memungkinkan kita untuk mendefinisikan 

besaran-besaran baru yang disebut sebagai rasio kekuatan. Rasio kekuatan 

tegangan tarik pada arah 1, arah 2, rasio kekuatan tegangan tekan pada arah 1, 

arah 2, dan rasio kekuatan tegangan geser secara berturut-turut didefinisikan 

sebagai 𝑅1
tar, 𝑅2

tar, 𝑅1
tek, 𝑅2

tek dan 𝑅12 seperti yang diberikan oleh persamaan 

(7.4)–(7.6).  

𝑅1
tar =

𝜎1
tek

𝜎1

;                                                           (7.4) 

𝑅2
tar =

𝜎2
tek

𝜎2

;                                                           (7.5) 
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𝑅1
tek =

𝜎1
tek

𝜎1

;                                                           (7.6) 

𝑅2
tek =

𝜎2
tek

𝜎2

;                                                           (7.7) 

𝑅12 =
𝜏12

maks

|𝜏12|
.                                                      (7.8) 

Berdasarkan persamaan (7.4)–(7.8), terlihat bahwa ketika rasio kekuatan lamina 

masih lebih besar dari 1, lamina tersebut belum akan mengalami kegagalan. 

Namun, ketika rasio kekuatan sudah lebih kecil dari 1, itu berarti bahwa lamina 

sudah mengalami kegagalan.  

Contoh 7.4 

Tentukan rasio kekuatan 𝑅1
tar, 𝑅2

tar, dan 𝑅12 dari lamina pada Contoh 7.1. 

 

Jawab 

Pada Contoh 7.1, kita sudah menentukan tegangan 𝜎1 yang bekerja, yaitu 𝜎2 =
142,50 MPa. Dengan demikian, rasio kekuatan 𝑅1

tar dapat ditentukan dengan 

menggunakan persamaan (7.4), yaitu 

𝑅1
tar =

𝜎1
tek

𝜎1

=
1.800 MPa

142,50 MPa
                                                      

= 12,63.                                                                                

Karena rasio kekuatan 𝑅1
tar masih lebih besar dari 1, ini berarti bahwa lamina 

belum mengalami kegagalan akibat tegangan pada arah 1 yang melebih nilai 

maksimum. 

Kemudian, pada Contoh 7.1, kita juga sudah menentukan tegangan 𝜎2 

yang bekerja, yaitu 𝜎2 = 47,50 MPa. Dengan demikian, rasio kekuatan 𝑅2
tar 

dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (7.5), yaitu 

𝑅2
tar =

𝜎2
tek

𝜎2

=
50 MPa

47,50 MPa
                                                        

= 1,05.                                   
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Terlihat bahwa rasio kekuatan 𝑅2
tar masih lebih besar dari 1 dan ini berarti 

bahwa lamina belum mengalami kegagalan akibat tegangan pada arah 2 yang 

melebih nilai maksimum. 

Selanjutnya, pada Contoh 7.1, kita juga sudah menentukan tegangan 𝜏12 

yang bekerja, yaitu 𝜏12 = −82,27 MPa  sehingga rasio kekuatan 𝑅12  dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (7.8), yaitu 

𝑅12 =
𝜏12

maks

|𝜏12|
=

80 MPa

82,27 MPa
                                                           

= 0,97.                                                                                          

Karena rasio kekuatan 𝑅12  lebih kecil dari 1, ini berarti bahwa lamina 

mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 yang melebihi nilai maksimum. 

C. Diagram Batas Kekuatan Lamina 

Misalkan sebuah lamina menerima tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 secara bersamaan. 

Nilai maksimum dari ketiga tegangan tersebut terkait satu sama lain. Untuk 

menggambarkan keterkaitan antara ketiga tegangan maksimum tersebut, kita 

bisa membuat sebuah diagram yang disebut sebagai diagram batas kekuatan 

lamina. Akan tetapi, untuk penyederhanaan pembahasan, pada bagian ini, kita 

akan mengasumsikan tegangan 𝜏𝑥𝑦  bernilai konstan sehingga diagram batas 

kekuatan lamina menjadi diagram 𝜎𝑥  vs. 𝜎𝑦  yang menunjukkan batas-batas 

maksimum tegangan 𝜎𝑥  dan 𝜎𝑦  ketika tegangan geser 𝜏𝑥𝑦  adalah tertentu. 

Untuk lebih jelasnya, mari kita bahas Contoh 7.4. 

Contoh 7.5 

Buatlah diagram batas kekuatan lamina yang memiliki arah serat 𝜃 = 60° 
ketika lamina tersebut menerima tegangan geser 𝜏𝑥𝑦 = 24 MPa . Diketahui 

bahwa kekuatan lamina tersebut diberikan oleh 𝜎1
tek = −850 MPa, 𝜎1

tar =
1.750 MPa, 𝜎2

tek = −145 MPa, 𝜎2
tar = 60 MPa dan 𝜏12

maks = 90 MPa. 

 

Jawab 

Berdasarkan data kekuatan lamina, tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja harus 

di dalam rentang batas kekuatan lamina tersebut, yaitu 
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[
 
 
 

.

.

−850 MPa

−145 MPa

−90 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏3

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.750 MPa

60 MPa

90 MPa

.

.]
 
 
 

.                                         (a) 

Sekarang, mari kita tentukan tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja. Kita 

bisa menuliskan bahwa tegangan yang bekerja pada lamina adalah 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 

𝜏𝑥𝑦 = 24 MPa. Kemudian, dengan 𝑚 = cos(60°)dan 𝑛 = sin(60°), tegangan 

𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang dialami lamina tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏3

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

24 MPa

.

.]
 
 
 

                   

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏3

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 + 20,78 MPa

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 − 20,78 MPa

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 − 12 MPa

.

.]
 
 
 

.                                 (b) 

Berdasarkan pertidaksamaan (a) dan persamaan (b), supaya lamina tidak 

mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1, kombinasi tegangan 

 𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja tidak boleh melanggar pertidaksamaan berikut. 

                        𝜎1 > 𝜎1
tek,                       

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 + 20,78 MPa > −850 MPa,                                                 

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 > −870,78 MPa.                                    (c) 

Jika kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja melanggar pertidaksamaan 

(c), lamina akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1. 

Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (c), batas kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan 

 𝜎𝑦  yang menentukan dapat atau tidaknya terjadi kegagalan akibat tegangan 

tekan pada arah 1 diberikan oleh  

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 = −870,78 MPa.                                   (d) 

Batas tersebut ditunjukkan oleh garis seperti ditunjukkan pada Gambar 

1. Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (c), jika  𝜎𝑥 = 0, makin positif nilai 

 𝜎𝑦 , pertidaksamaan tersebut tidak akan pernah dilanggar. Namun, makin 

negatif nilai  𝜎𝑦, pertidaksamaan tersebut akan dilanggar dan ini berarti bahwa 
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pada keadaan tersebut lamina mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada 

arah 1. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa daerah di atas garis d pada 

Gambar 1 menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 

yang tidak menyebabkan kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1. 

Sementara itu, daerah di bawah garis d pada gambar tersebut menunjukkan 

seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang dapat 

menyebabkan kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (a) dan persamaan (b), supaya 

lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 1, kombinasi 

tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang bekerja tidak boleh melanggar pertidaksamaan 

berikut. 

                          𝜎1 < 𝜎1
tar,                      

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 + 20,78 MPa <  1.750 MPa,                                                

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 <  1.729,22 MPa.                                   (e) 

Jika kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja melanggar pertidaksamaan 

(e), lamina akan mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 1. Selain 

itu, berdasarkan pertidaksamaan (e), batas kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦 

yang menentukan dapat atau tidaknya terjadi kegagalan akibat tegangan tarik 

pada arah 1 diberikan oleh  

0,25 𝜎𝑥 + 0,75 𝜎𝑦 =  1.729,22 MPa.                                         (f) 
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Batas tersebut ditunjukkan oleh garis f seperti ditunjukkan pada Gambar 2. 

Berdasarkan pertidaksamaan (e), jika  𝜎𝑥 = 0,  makin negatif nilai  𝜎𝑦, 

pertidaksamaan tersebut tidak akan pernah dilanggar. Namun, makin positif 

nilai  𝜎𝑦, pertidaksamaan tersebut akan dilanggar dan ini berarti bahwa pada 

keadaan tersebut lamina mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 

1. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa daerah di atas garis f  pada 

Gambar 2 menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 

yang dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 1. 

Sementara itu, daerah di bawah garis f  pada gambar tersebut menunjukkan 

seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang tidak dapat 

menyebabkan kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 1.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Meskipun semua kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  di atas garis d tidak 

dapat menyebabkan terjadinya kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1, 

semua kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang berada di atas garis f  dapat 

menyebabkan terjadinya kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 1. Dengan 

demikian, dapat disimpulkan bahwa untuk menghindari kegagalan akibat 

tegangan pada arah 1, baik tegangan tekan maupun tegangan tarik, kombinasi 

tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja harus berada di antara garis d dan f. 

Selanjutnya, mari kita analisis kemungkinan kegagalan akibat tegangan 

pada arah 2. Berdasarkan pertidaksamaan (a) dan persamaan (b), supaya lamina 

tidak mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 2, kombinasi 

tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang bekerja tidak boleh melanggar pertidaksamaan 

berikut: 

                       𝜎2 > 𝜎2
tek,                   

−1.000 

 

−500 

 

0 

 

500 

 

1.000 

 

1.500 

 

2.000 

 

2.500 

 

−300 

 

−200 

 

−100 

 

0 

 

100 

 
𝜎𝑥 (MPa) 

 

𝜎
𝑦
 (
M
P
a)

 

 

d 

 

Gambar 2 

f 
 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



234  |  Mekanika Material Komposit: … 

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 − 20,78 MPa > −145 MPa,                                               

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 > −124,22 MPa.                                  (g) 

Jika kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja melanggar pertidaksamaan 

(g), lamina akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 2. 

Selain itu, berdasarkan pertidaksamaan (g), batas kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan 

 𝜎𝑦  yang menentukan dapat atau tidaknya terjadi kegagalan akibat tegangan 

tekan pada arah 2 diberikan oleh  

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 = −124,22 MPa.                                      (h) 

Batas tersebut ditunjukkan oleh garis h seperti ditunjukkan pada Gambar 3. 

Berdasarkan pertidaksamaan g,  jika  𝜎𝑥 = 0,  makin positif nilai , , 

pertidaksamaan tersebut tidak akan pernah dilanggar. Namun, makin negatif 

nilai  𝜎𝑦, pertidaksamaan tersebut akan dilanggar dan ini berarti bahwa pada 

keadaan tersebut lamina mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 

2. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa daerah di atas garis h  pada 

Gambar 2 menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 

yang tidak dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 2. 

Sementara itu, daerah di bawah garis h pada gambar tersebut menunjukkan 

seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang dapat 

menyebabkan kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 2.  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Kita sudah membahas bahwa kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang 

berada di antara garis d dan f tidak menyebabkan kegagalan akibat tegangan 

pada arah 1. Namun, kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang berada di bawah 
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garis h dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 2. Oleh 

karena itu, supaya lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan pada arah 

1 dan tegangan tekan pada arah 2, kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 harus berada 

di antara garis f dan h.  

Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (a) dan persamaan (b), supaya 

lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 2, kombinasi 

tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang bekerja tidak boleh melanggar pertidaksamaan 

berikut. 

              𝜎2 < 𝜎2
tar,      

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 − 20,78 MPa < 60 MPa,                                                     

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 < 80,78 MPa.                                         (i) 

Jika kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja melanggar pertidaksamaan 

(i), lamina akan mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 2. 

Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (i), batas kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan 

 𝜎𝑦  yang menentukan dapat atau tidaknya terjadi kegagalan akibat tegangan 

tarik pada arah 2 diberikan oleh  

0,75 𝜎𝑥 + 0,25 𝜎𝑦 = −124,22 MPa.                                     (j) 

Batas tersebut ditunjukkan oleh garis j  seperti ditunjukkan pada Gambar 4. 

Berdasarkan pertidaksamaan i,  jika  𝜎𝑥 = 0,  makin negatif nilai  𝜎𝑦, 

pertidaksamaan tersebut tidak akan pernah dilanggar. Akan tetapi, makin positif 

nilai  𝜎𝑦, pertidaksamaan tersebut akan dilanggar dan ini berarti bahwa pada 

keadaan tersebut lamina mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 

2.  

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa daerah di atas garis j pada 

Gambar 4 menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 

yang dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 2. 

Sementara itu, daerah di bawah garis j  pada gambar tersebut menunjukkan 

seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang tidak dapat 

menyebabkan kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 2. Ini berarti bahwa 

supaya lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan pada arah 1 dan 2, 

baik tegangan tekan maupun tegangan tarik, kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 

harus berada di antara garis h dan j. 
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Selanjutnya, mari kita analisis kemungkinan kegagalan akibat tegangan 

geser 𝜏12. Berdasarkan pertidaksamaan (a) dan persamaan (b), supaya lamina 

tidak mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12  yang bernilai negatif, 

kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang bekerja tidak boleh melanggar 

pertidaksamaan berikut. 

                                 𝜏12 > − |𝜏12
maks|,                

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 − 12 MPa > −90 MPa,                                                 

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 > −78 MPa.                                          (k) 

Jika kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja melanggar pertidaksamaan 

(k), lamina akan mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 yang bernilai 

negatif. Selain itu, berdasarkan pertidaksamaan (k), batas kombinasi tegangan 

 𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang menentukan dapat atau tidaknya terjadi kegagalan akibat 

ttegangan geser 𝜏12 yang bernilai negatif diberikan oleh  

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 = −78 MPa.                                         (l) 

Batas tersebut ditunjukkan oleh garis l  seperti ditunjukkan pada Gambar 5. 

Berdasarkan pertidaksamaan (k), jika  𝜎𝑥 = 0,  makin positif nilai  𝜎𝑦, 

pertidaksamaan tersebut tidak akan pernah dilanggar. Akan tetapi, makin 

negatif nilai  𝜎𝑦, pertidaksamaan tersebut akan dilanggar dan ini berarti bahwa 

pada keadaan tersebut lamina mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 

yang bernilai negatif. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa daerah di 

atas garis l  pada Gambar 5 menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi 

tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang tidak menyebabkan kegagalan akibat tegangan geser 
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𝜏12 yang bernilai negatif. Sementara itu, daerah di bawah garis l pada gambar 

tersebut menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦 

yang dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12  yang bernilai 

negatif. Dengan demikian, ini berarti bahwa supaya lamina tidak mengalami 

kegagalan akibat tegangan pada arah 1 dan 2, baik tegangan tekan maupun 

tegangan tarik, dan juga akibat tegangan geser 𝜏12  yang bernilai negatif, 

kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 harus berada bawah garis j, tetapi di atas garis 

h dan l. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (a) dan persamaan (b), supaya 

lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12  yang bernilai 

positif, kombinasi tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang bekerja tidak boleh melanggar 

pertidaksamaan berikut. 

                                  𝜏12 < 𝜏12
maks,                

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 − 12 MPa <  90 MPa,                                                 

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 <  102 MPa.                                      (m) 

Jika kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang bekerja melanggar pertidaksamaan 

m, lamina akan mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 yang bernilai 

positif. Kemudian, berdasarkan pertidaksamaan (m), batas kombinasi tegangan 

 𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  yang menentukan dapat atau tidaknya terjadi kegagalan akibat 

tegangan geser 𝜏12 yang bernilai positif diberikan oleh  

−0,43 𝜎𝑥 + 0,43 𝜎𝑦 =  102 MPa.                                        (n) 
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Batas tersebut ditunjukkan oleh garis n seperti ditunjukkan pada Gambar 6. 

Berdasarkan pertidaksamaan m,  jika  𝜎𝑥 = 0 , makin negatif nilai  𝜎𝑦, 

pertidaksamaan tersebut tidak akan pernah dilanggar. Namun, makin positif 

nilai  𝜎𝑦, pertidaksamaan tersebut akan dilanggar dan ini berarti bahwa pada 

keadaan tersebut lamina mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 yang 

bernilai positif.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa daerah di atas garis n  pada 

Gambar 6 menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 

yang dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12  yang bernilai 

positif. Sementara itu, daerah di bawah garis n  pada gambar tersebut 

menunjukkan seluruh kemungkinan kombinasi tegangan  𝜎𝑥 dan  𝜎𝑦 yang tidak 

dapat menyebabkan kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 yang bernilai positif. 

Dengan demikian, supaya lamina tidak mengalami kegagalan akibat tegangan 

pada arah 1 dan 2, baik tegangan tekan maupun tegangan tarik, dan juga akibat 

tegangan geser 𝜏12 , baik yang bernilai positif maupun negatif, kombinasi 

tegangan  𝜎𝑥  dan  𝜎𝑦  harus berada di dalam daerah yang diarsir seperti 

ditunjukkan pada Gambar 6. Gambar 6 ini disebut juga sebagai diagram batas 

kekuatan lamina. 

D. Kekuatan Laminat dan Kegagalan Lapisan Pertama 

Karena laminat terdiri dari beberapa lapis lamina, kekuatan laminat atau 

tegangan maksimum yang mampu ditahan laminat tersebut sebelum mengalami 

kegagalan sangat bergantung pada lamina-lamina penyusunnya. Namun, karena 

adanya perbedaan arah serat dari lamina penyusunnya, ketika laminat menerima 
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tegangan tarik pada arah 𝑥 misalnya, kegagalan laminat terjadi secara bertahap. 

Artinya, lamina dengan arah serat tertentu akan mengalami kegagalan terlebih 

dahulu. Akibatnya, lamina yang mengalami kegagalan tersebut tidak lagi 

berperan dalam menahan tegangan tarik yang dialami oleh laminat sehingga 

tegangan yang bekerja pada laminat bertambah besar, begitu juga dengan 

regangannya. Jika lamina-lamina penyusun yang tersisa masih mampu 

menerima tegangan tersebut, laminat masih bisa menerima tegangan tambahan. 

Jika tegangan terus ditambah dan pada akhirnya lamina terakhir mengalami 

kegagalan, keadaan tersebut disebut sebagai kegagalan lapisan terakhir.  

Karena laminat masih mampu menerima tegangan tambahan ketika 

lapisan pertama dari laminat tersebut mengalami kegagalan, definisi kegagalan 

pada laminat menjadi berbeda-beda. Definisi tersebut bergantung pada filosofi 

yang digunakan. Setidaknya, terdapat dua definisi tentang kegagalan laminat, 

yaitu kegagalan lapisan pertama dan kegagalan lapisan terakhir. Kegagalan 

lapisan pertama mengatakan bahwa laminat didefinisikan mengalami kegagalan 

ketika salah satu lapisan mengalami kegagalan. Konsep ini merupakan konsep 

yang konservatif dalam merancang suatu struktur komposit. Kegagalan lapisan 

terakhir mengatakan bahwa laminat didefinisikan mengalami kegagalan ketika 

lapisan terakhir mengalami kegagalan.  

Pada buku ini, kita akan menggunakan definisi kegagalan lapisan 

pertama untuk memprediksi kekuatan suatu laminat. Kegagalan laminat dapat 

diprediksi dengan meninjau tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada setiap 

lamina penyusun ketika suatu laminat menerima tegangan. Untuk lebih jelasnya, 

mari kita bahas contoh berikut. 

Contoh 7.6 

Sebuah laminat dibuat dari lamina sejenis dengan susunan (90/0/90)𝑆. Sifat-

sifat lamina penyusunnya adalah 𝐸1 = 150 GPa , 𝐸2 = 14 Gpa , 𝜈12 = 0,25 , 

dan 𝐺12 = 8 GPa. Satu-satunya gaya yang bekerja pada laminat adalah gaya 

pada arah 𝑥 yang bisa berupa gaya tarik ataupun gaya tekan.  
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Berdasarkan konsep kegagalan lapisan pertama, tentukan besar gaya maksimum 

yang bisa ditahan oleh laminat tersebut. Diketahui bahwa ketebalan setiap 

lapisan lamina adalah 0,20 mm dan kekuatan lamina diberikan oleh 𝜎1
tek =

−800 MPa , 𝜎1
tar = 1.600 MPa , 𝜎2

tek = −140 MPa , 𝜎2
tar = 60 MPa , dan 

𝜏12
maks = 85 MPa. 

 

Jawab 

Untuk menentukan besar gaya 𝐹 maksimum yang mampu ditahan oleh laminat, 

kita harus menentukan tegangan yang dihasilkan oleh gaya 𝐹  di sepanjang 

ketebalan laminat. Proses penentuan tegangan di sepanjang ketebalan laminat 

adalah seperti yang kita lakukan pada Bab VI.  

Berdasarkan data-data yang diberikan soal, matriks kekakuan tereduksi 

dari lamina adalah 𝑄, yaitu 

𝑄 =

[
 
 
 

.

.

150,88 3,52 0

3,52 14,08 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 Pa.                                   (a) 

Dengan demikian, matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari lamina 

dengan serat arah 0°dan 90° adalah 𝑄̅(0°) dan 𝑄̅(90°), yaitu 

𝑄̅(0°) =

[
 
 
 

.

.

150,88 3,52 0

3,52 14,08 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 Pa,                                        (b) 

𝑄̅(90°) =

[
 
 
 

.

.

14,08 3,52 0

3,52 150,88 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

× 109 Pa.                                         (c) 

Kemudian, karena susunan laminat adalah simetri, matriks 𝐴∗  dari laminat 

tersebut sama dengan matriks 𝐴−1 nya. Untuk menentukan matriks 𝐴∗ tersebut, 

mari kita tentukan terlebih dahulu matriks 𝐴. Berdasarkan persamaan (6.14), 

matriks 𝐴 dari laminat adalah 

𝐴 =

[
 
 
 

.

.

71,62 4,22 0

4,22 126,34 0

0 0 2,77

.

.]
 
 
 

× 106  Pa ∙m                          (d) 
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sehingga 

𝐴∗ = 𝐴−1 =

[
 
 
 

.

.

1,40 −0,05 0

−0,05 0,79 0

0 0 10,41

.

.]
 
 
 

× 10−8  Pa−1 ∙m−1.                   (e) 

Kemudian, karena lebar laminat adalah 0,120 m, 𝑁𝑥 dapat dirumuskan sebagai 

𝑁𝑥 =
𝐹

0,120 m
 .          

Kita mengetahui bahwa laminat memiliki susunan yang simetris dan satu-

satunya gaya yang bekerja adalah gaya pada arah 𝑥 dan ini berarti bahwa 𝜅𝑥
0 =

𝜅𝑦
0 = 𝜅𝑥𝑦

0 = 0 sehingga berdasarkan persamaan (6.63), dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1,40 −0,05 0

−0,05 0,79 0

0 0 10,41

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(𝐹 0,120 m⁄ )

0

0

.

.]
 
 
 

× 10−8  Pa−1 ∙m−1 

=

[
 
 
 
 
.

.

(1,17 × 10−7)  𝐹

(−3,90 × 10−9)  𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

 N−1.                                                                        

Dengan demikian, karena laminat tidak mengalami kelengkungan, regangan di 

sepanjang ketebalan laminat bernilai sama sehingga bisa dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 
 
.

.

(1,17 × 10−7)  𝐹

(−3,90 × 10−9)  𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

 N−1.                                         (f) 

Berdasarkan persamaan (f) dan matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari setiap lamina yang sudah kita tentukan, kita bisa 

menentukan tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada setiap lamina. Pertama, 

mari kita tentukan dahulu tegangan-tegangan yang bekerja pada lamina dengan 

serat arah 0°. Berdasarkan persamaan (b), (f) dan (4.54), tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 

𝜏𝑥𝑦 yang bekerja pada laminat dengan serat arah 0° adalah  
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

150,88 3,52 0

3,52 14,08 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(1,17 × 10−7)  𝐹

(−3,90 × 10−9)  𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

 × 109  m−2                

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

17.577,15 𝐹

355,55 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                                          (g) 

Arah serat lamina adalah 0° maka tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 dari lamina dengan 

serat arah 0° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

17.577,15 𝐹

355,55 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                          (h) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (c), (f), dan (4.54), tegangan yang bekerja 

pada laminat dengan serat arah 90° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

14,08 3,52 0

3,52 150,88 0

0 0 8

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(1,17 × 10−7)  𝐹

(−3,90 × 10−9)  𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

 × 109  m−2              

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.628,09 𝐹

−177,78 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                                             (i) 

Dengan mentransformasikan tegangan-tegangan di atas, tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 

𝜏12 dari lamina dengan serat arah 90° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−177,78 𝐹

1.628,09 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                 (j) 
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Sekarang, mari kita tentukan besar gaya 𝐹 ketika lamina dengan serat 

arah 0° mengalami kegagalan. Berdasarkan data-data pada soal, lamina akan 

mengalami kegagalan jika tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 melanggar pertidaksamaan 

berikut. 

[
 
 
 

.

.

−800 MPa

−140 MPa

−85 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.600 MPa

60 MPa

85 MPa

.

.]
 
 
 

.                                   (k) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (h) dan (k), lamina dengan serat arah 

0° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1, tegangan 

tekan pada arah 2 dan tegangan geser 𝜏12  negatif jika gaya 𝐹  yang bekerja 

secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan ketiga pada 

persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

17.577,15 𝐹

355,55 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−800 MPa

−140 MPa

−85 MPa

.

.]
 
 
 

,                        

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−45,51

−393,75

−∞

.

.]
 
 
 

kN.                                            (l) 

Tanda minus menunjukkan bahwa gaya 𝐹 yang bekerja merupakan gaya tekan. 

Berdasarkan persamaan (l), terlihat bahwa lamina dengan serat arah 0° akan 

mengalami kegagalan akibat tegangan tekan 𝜎1  jika gaya 𝐹  merupakan gaya 

tekan sebesar 45,51 kN. Kemudian, kegagalan akibat tegangan tekan 𝜎2 akan 

terjadi jika gaya 𝐹 merupakan gaya tekan sebesar 393,75 kN. Ketika laminat 

ditekan oleh gaya 𝐹 dan setiap lamina pada laminat tersebut tidak terikat satu 

sama lain, akibat efek Poisson, lamina dengan serat arah 0° akan mengalami 

regangan positif pada arah 2. Akan tetapi, karena lamina dengan serat arah 0° 
terikat dengan lamina dengan serat arah 90°, regangan tersebut ditahan karena 

arah 2 dari lamina dengan serat arah 0° sama dengan arah 1 dari lamina dengan 

serat arah 90°. Dengan kata lain, ketika laminat menerima gaya tekan, lamina 

dengan serat arah 90° memberikan tegangan tekan pada arah 2 pada lamina 

dengan serat arah 0°. Kemudian, supaya kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 

negatif terjadi, besar gaya tekan yang harus bekerja adalah tak hingga. Ini berarti 

bahwa pada laminat ini, kegagalan akibat tegangan geser negatif tidak mungkin 

terjadi. 
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Kemudian, lamina dengan serat arah 0°  akan mengalami kegagalan 

akibat tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan 

geser 𝜏12 positif jika gaya 𝐹 yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

17.577,15 𝐹

355,55 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.600 MPa

60 MPa

85 MPa

.

.]
 
 
 

,                        

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

91,03

168,75

∞

.

.]
 
 
 

kN.                                            (m) 

Seperti halnya akibat dari gaya tekan pada laminat, regangan negatif 

yang akan dialami oleh lamina akibat gaya tarik 𝐹 ditahan oleh lamina dengan 

serat arah 90°. Kemudian, kegagalan akibat tegangan geser positif 𝜏12  juga 

tidak mungkin terjadi. 

Selanjutnya, mari kita tentukan besar gaya 𝐹 ketika lamina dengan serat 

arah 90°  mengalami kegagalan. Berdasarkan persamaan (i) dan (k), lamina 

dengan serat arah 90° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada 

arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser negatif jika gaya 𝐹 yang 

bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

−177,78 𝐹

1.628,09 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−800 MPa

−140 MPa

−85 MPa

.

.]
 
 
 

,                                                     

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

4.499,94

−85,99

−∞

.

.]
 
 
 

kN.                                           (n) 

Kemudian, lamina dengan serat arah 90° akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser 

positif jika gaya 𝐹 yang bekerja adalah 

[
 
 
 

.

.

−177,78 𝐹

1.628,09 𝐹

0 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.600 MPa

60 MPa

85 MPa

.

.]
 
 
 

,                                                     
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[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−8.999,89

36,85

∞

.

.]
 
 
 

kN.                                        (0) 

Berdasarkan persamaan (l)–(o), dapat disimpulkan batas gaya 𝐹  yang dapat 

bekerja pada laminat untuk menyebabkan terjadinya kegagalan akibat tegangan 

tarik pada arah 1 dan arah 2, tegangan tekan pada arah 1 dan 2, dan tegangan 

geser 𝜏12 positif dan negatif ditunjukkan pada tabel di bawah.   
 

Lamina 
Penyebab kegagalan 

𝝈𝟏
𝐭𝐞𝐤 𝝈𝟏

𝐭𝐚𝐫 𝝈𝟐
𝐭𝐞𝐤 𝝈𝟐

𝐭𝐚𝐫 − 𝝉𝟏𝟐
𝐦𝐚𝐤𝐬 + 𝝉𝟏𝟐

𝐦𝐚𝐤𝐬 

0° −45,51 91,03 −393,76 168,75 −∞ ∞ 

90° 4.499,94 −8.999,89 −85,99 36,85 −∞ ∞ 

 

Berdasarkan tabel tersebut, dapat dilihat bahwa jika gaya yang bekerja pada 

laminat merupakan gaya tarik, gaya maksimum yang dapat ditahan oleh laminat 

adalah 36,85 kN.  Pada keadaan tersebut, lamina dengan serat arah 90° 
mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 2. Ketika salah satu 

lamina mengalami kegagalan, berdasarkan konsep kegagalan lapisan pertama, 

laminat didefinisikan sudah mengalami kegagalan. Kemudian, perhatikan 

bahwa gaya tarik yang sebesar 91,03 kN,168,75 kN, dan 4.499,94 kN tidak 

menunjukkan kekuatan laminat karena sebelum gaya tersebut tercapai, laminat 

sudah mengalami kegagalan ketika menerima gaya tarik sebesar 36,85. 

Kemudian, jika gaya yang bekerja pada laminat merupakan gaya tekan, 

laminat akan mengalami kegagalan ketika gaya tekan tersebut bernilai 

−45,51 kN. Kegagalan laminat ditandai dengan lamina dengan serat arah 0° 
yang mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada arah 1. 

Dari pembahasan ini dapat dilihat bahwa untuk menentukan gaya 

maksimum yang mampu ditahan oleh laminat, kita perlu menentukan gaya-gaya 

yang dapat menyebabkan terjadinya kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 

1 dan arah 2, tegangan tekan pada arah 1 dan 2, tegangan geser 𝜏12 positif dan 

negatif dari setiap lamina.  

E. Resultan Tegangan dan Resultan Momen pada Elemen 

Cangkang 

Sejauh ini kita membahas laminat yang berbentuk pelat datar. Akan tetapi, 

dalam pengaplikasiannya, banyak struktur komposit yang bidangnya memiliki 

bentuk yang melengkung seperti tangki, tabung roket, pipa, dan lain-lain. Jenis 
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struktur yang berupa pelat melengkung seperti demikian disebut sebagai 

cangkang. Pada subbab ini, kita akan membahas bahwa pada kasus tertentu, 

cangkang dapat diasumsikan sebagai pelat datar karena rumusan resultan 

tegangan dan resultan momen yang bekerja pada cangkang dapat didekati 

dengan rumusan resultan tegangan dan resultan momen pada pelat datar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 7.3 Elemen cangkang. 

Gambar 7.3 menunjukkan elemen cangkang yang memiliki ketebalan 𝐻 

dengan titik asal sistem koordinat berada di salah satu sudut bidang referensi 

dari elemen tersebut. Berdasarkan gambar tersebut, 𝑑𝑠𝑥  adalah panjang sisi 

bidang referensi laminat yang sejajar dengan sumbu 𝑥. Kemudian, 𝑑𝑠𝑥
∗ adalah 

panjang sisi yang berada sejauh 𝑧∗  di bawah sisi 𝑑𝑠𝑥 . Jika 𝑅𝑥  adalah radius 

kelengkungan sisi 𝑑𝑠𝑥, radius kelengkungan sisi 𝑑𝑠𝑥
∗ adalah (𝑅𝑥 − 𝑧

∗). Dengan 

demikian, dapat dituliskan bahwa 

𝑑𝑠𝑥
𝑅𝑥

=
𝑑𝑠𝑥

∗

𝑅𝑥 − 𝑧
∗
                                                  (7.9) 

sehingga 

𝑑𝑠𝑥
∗ = (𝑅𝑥 − 𝑧

∗)
𝑑𝑠𝑥
𝑅𝑥

 

maka 

𝑑𝑠𝑥
∗ = (1 −

𝑧∗

𝑅𝑥
) 𝑑𝑠𝑥 .                                     (7.10) 

Kemudian, 𝑑𝑠𝑦 adalah panjang sisi bidang referensi laminat yang sejajar 

dengan sumbu 𝑦 dan 𝑑𝑠𝑦
∗ adalah panjang sisi yang berada sejauh 𝑧∗ di bawah 

𝐻 

𝑅𝑥 𝑅𝑦 

𝑦 𝑥 

𝑧 

𝑑𝑠𝑦 
𝑑𝑠𝑥 

𝑑𝑠𝑥
∗ 

𝑑𝑠𝑦
∗ 𝑧∗ 
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sisi 𝑑𝑠𝑦. Dengan demikian, jika 𝑅𝑦 adalah radius kelengkungan sisi 𝑑𝑠𝑦, radius 

kelengkungan sisi 𝑑𝑠𝑦
∗ adalah (𝑅𝑦 − 𝑧

∗) sehingga  

𝑑𝑠𝑦

𝑅𝑦
=

𝑑𝑠𝑦
∗

𝑅𝑦 − 𝑧
∗
;              

𝑑𝑠𝑦
∗ = (1 −

𝑧∗

𝑅𝑦
)𝑑𝑠𝑦.                                       (7.11) 

Selanjutnya, jika gaya normal total dan resultan tegangan yang bekerja 

pada arah 𝑥  secara berturut-turut adalah adalah 𝐹𝑥  dan 𝑁𝑥 , dapat dituliskan 

bahwa 

𝐹𝑥 = 𝑁𝑥𝑑𝑠𝑦.                                                    (7.12) 

Selain itu, kita juga bisa menuliskan bahwa tegangan total yang bekerja di 

sepanjang sisi 𝑑𝑠𝑦
∗ sebagai (𝜎𝑥 𝑑𝑠𝑦

∗). Dengan demikian, gaya total pada arah 𝑥 

dapat ditulis sebagai 

𝐹𝑥 = ∫ 𝜎𝑥  𝑑𝑠𝑦
∗

−
𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧.                                       (7.13) 

Dengan menyamakan persamaan (7.12) dan (7.13), kita memperoleh 

𝑁𝑥𝑑𝑠𝑦 = ∫ 𝜎𝑥  𝑑𝑠𝑦
∗

−
𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧.                                       (7.14) 

Dengan demikian, dengan menyubstitusikan persamaan (7.11) ke persamaan 

(7.14), resultan tegangan 𝑁𝑥 pada cangkang dapat ditulis sebagai 

𝑁𝑥𝑑𝑠𝑦 = ∫ 𝜎𝑥 (1−
𝑧∗

𝑅𝑦
)𝑑𝑠𝑦

−
𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧,    

𝑁𝑥 = ∫ 𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

(1−
𝑧∗

𝑅𝑦
)  𝑑𝑧.                                  (7.15) 

Dengan cara yang sama, berdasarkan persamaan (7.10), resultan tegangan pada 

arah 𝑦, yaitu 𝑁𝑦, menjadi Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



248  |  Mekanika Material Komposit: … 

𝑁𝑦 = ∫ 𝜎𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

(1 −
𝑧∗

𝑅𝑥
)  𝑑𝑧.                                      (7.16) 

Kemudian, karena rumusan resultan tegangan geser memiliki bentuk 

yang sama dengan rumusan resultan tegangan, dengan cara yang sama, resultan 

tegangan geser yang dihasilkan oleh tegangan geser 𝜏𝑥𝑦 adalah 𝑁𝑥𝑦, yaitu 

𝑁𝑥𝑦 = ∫ 𝜏𝑥𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

(1−
𝑧∗

𝑅𝑦
)  𝑑𝑧.                                     (7.17) 

Sementara itu, resultan tegangan geser yang dihasilkan oleh tegangan geser 𝜏𝑦𝑥 

adalah 𝑁𝑦𝑥 yaitu 

𝑁𝑦𝑥 = ∫ 𝜏𝑦𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

(1 −
𝑧∗

𝑅𝑥
)  𝑑𝑧.                                      (7.18) 

Perhatikan bahwa pada cangkang, secara umum, 𝑁𝑥𝑦 dan 𝑁𝑦𝑥 tidak selalu sama 

karena 𝑅𝑥 tidak selalu sama dengan 𝑅𝑦, meskipun 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥.  

Selanjutnya, mari kita tentukan resultan momen yang bekerja pada 

cangkang. Jika momen total dan resultan momen yang dihasilkan oleh tegangan 

𝜎𝑥 secara berturut-turut adalah adalah 𝑀𝑥
 𝑡𝑜𝑡 dan 𝑀𝑥, dapat dituliskan bahwa 

𝑀𝑥
 𝑡𝑜𝑡 = 𝑀𝑥𝑑𝑠𝑦.                                                   (7.19) 

Kemudian, karena tegangan total yang bekerja di sepanjang sisi 𝑑𝑠𝑦
∗  adalah 

(𝜎𝑥 𝑑𝑠𝑦
𝑧), momen total 𝑀𝑥

 𝑡𝑜𝑡 dapat ditulis sebagai 

𝑀𝑥
 𝑡𝑜𝑡 = ∫ 𝜎𝑥  𝑑𝑠𝑦

∗
−
𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.                                        (7.20) 

Dengan menyamakan persamaan (7.19) dan (7.20), kita memperoleh 

𝑀𝑥𝑑𝑠𝑦 = ∫ 𝜎𝑥  𝑑𝑠𝑦
∗

−
𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.                                        (7.21) 

Dengan demikian, dengan menyubstitusikan persamaan (7.11) ke persamaan 

(7.21), resultan momen 𝑀𝑥 pada cangkang dapat ditulis sebagai 
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𝑀𝑥𝑑𝑠𝑦 = ∫ 𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

(1−
𝑧∗

𝑅𝑦
)𝑑𝑠𝑦 𝑧 𝑑𝑧,           

𝑀𝑥 = ∫ 𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

(1 −
𝑧∗

𝑅𝑦
)  𝑧 𝑑𝑧.                                   (7.22) 

Dengan cara yang sama, berdasarkan persamaan (7.10), resultan momen yang 

dihasilkan oleh tegangan 𝜎𝑦, yaitu 𝑀𝑦, dapat ditulis sebagai 

𝑀𝑦 = ∫ 𝜎𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

(1 −
𝑧∗

𝑅𝑥
)  𝑧 𝑑𝑧.                                      (7.23) 

Selain itu, karena rumusan resultan momen memiliki bentuk yang sama 

dengan rumusan resultan momen pemuntir, resultan tegangan pemuntir yang 

dihasilkan oleh tegangan geser 𝜏𝑥𝑦 adalah 𝑀𝑥𝑦, yaitu 

𝑀𝑥𝑦 = ∫ 𝜏𝑥𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

(1−
𝑧∗

𝑅𝑦
) 𝑧 𝑑𝑧,                                        (7.24) 

sedangkan resultan momen pemuntir yang dihasilkan oleh tegangan geser 𝜏𝑦𝑥 

adalah 𝑀𝑦𝑥, yaitu 

𝑀𝑦𝑥 = ∫ 𝜏𝑦𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

(1 −
𝑧∗

𝑅𝑥
) 𝑧 𝑑𝑧.                                        (7.25) 

Sama halnya dengan resultan tegangan geser, pada cangkang, secara umum, 

𝑀𝑥𝑦  dan 𝑀𝑦𝑥  tidak selalu sama karena 𝑅𝑥  tidak selalu sama dengan 𝑅𝑦 , 

meskipun 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥.  

Sekarang, kita sudah merumuskan resultan tegangan dan resultan momen 

pada cangkang yang diberikan oleh persamaan (7.15)–(7.18) dan (7.23)–(7.25). 

Berdasarkan persamaan-persamaan tersebut, jika cangkang cukup tipis, yaitu 

ketebalan 𝐻 jauh lebih kecil dibandingkan dengan radius kelengkungan 𝑅𝑥 dan 

𝑅𝑦,  (𝑧∗ 𝑅𝑥⁄ )  atau (𝑧∗ 𝑅𝑦⁄ )  pada persamaan-persamaan tersebut dapat 

diasumsikan sama dengan nol. Dengan demikian, rumusan resultan tegangan 

dan resultan momen pada cangkang tipis sama dengan rumusan resultan 

tegangan dan resultan momen pada pelat datar, yaitu Bu
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𝑁𝑥 = ∫ 𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧,                                                           (7.26) 

𝑁𝑦 = ∫ 𝜎𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧,                                                           (7.27) 

𝑁𝑥𝑦 = 𝑁𝑦𝑥 = ∫ 𝜏𝑥𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧,                                            (7.28) 

𝑀𝑥 = ∫ 𝜎𝑥

𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑧 𝑑𝑧,                                                        (7.29) 

𝑀𝑦 = ∫ 𝜎𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑧 𝑑𝑧,                                                        (7.30) 

𝑀𝑥𝑦 = 𝑀𝑦𝑥 = ∫ 𝜏𝑥𝑦

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.                                          (7.31) 

Kemudian, biasanya cangkang dikatakan sebagai cangkang tipis jika 

(
𝐻

𝑅
)

maks
≤

1

20
= 0,05.                                       (7.32) 

Contoh 7.7 

Sebuah silinder dengan diameter 0,1 m  dibuat dari laminat karbon/epoksi 

dengan susunan (60/45/30)𝑠  seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. 

Diketahui bahwa ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,3 mm. sifat-sifat 

lamina penyusunnya adalah 𝐸1 = 140 GPa,  𝐸2 = 10 GPa, 𝐺12 = 9 GPa, dan 

𝜈12 = 0,25.  

 

 

𝑭𝑥 𝑭𝑥 
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Kekuatan lamina penyusun diberikan oleh 𝜎1
tek = −820 MPa,  𝜎1

tar =
1.550 Mpa,  𝜎2

tek = −130 Mpa,  𝜎2
tar = 62 Mpa,  dan 𝜏12

maks = 82 MPa. 
Jika satu-satunya gaya yang bekerja pada tabung tersebut adalah gaya aksial 
(𝑭𝑥), tentukan gaya maksimum yang bisa ditahan oleh pipa tersebut ketika pipa 

tersebut ditekan dan ditarik. 

 

Jawab 

Silinder terdiri dari enam lapis lamina dan masing-masing lamina memiliki 

ketebalan 0,3 mm maka ketebalan laminat adalah 6 × 0,3 mm = 1,8 mm . 

Kemudian, jari-jari silinder adalah 100 mm 2 = 50 mm⁄  maka  

𝐻

𝑅
=

1,8 mm

50 mm
  

  = 0,036. 

Dengan demikian, berdasarkan kriteria (7.32), tabung bisa diasumsikan sebagai 

pelat datar dan ini berarti bahwa contoh soal ini dapat kita selesaikan dengan 

menggunakan cara yang kita gunakan pada Contoh 7.5. 

Pertama, mari kita tentukan terlebih dahulu resultan tegangan 𝑁𝑥 yang 

bekerja. Karena ℎ  jauh lebih kecil dibanding 𝑅 , kita dapat mengasumsikan 

diameter bagian dalam, tengah, dan luar dari silinder bernilai sama. Dengan 

demikian, resultan tegangan 𝑁𝑥 dapat ditulis sebagai 

𝑁𝑥 =
𝐹

2𝜋𝑅
=

𝐹

2𝜋(0,05 m)
          

maka 

𝑁𝑥 =
𝐹

0,314 m
.                                                                  (a) 

Setelah merumuskan resultan tegangan 𝑁𝑥, langkah berikutnya adalah seperti 

yang sudah kita lakukan pada Contoh 7.5. Pertama, kita perlu menentukan 

matriks kekakuan tereduksi dari lamina. Dengan demikian, setelah itu kita bisa 

menentukan matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari setiap lamina. 

Matriks-matriks tersebut adalah 

𝑄̅(30°) =

[
 
 
 

.

.

8,74 2,31 4,01

2,31 2,21 1,64

4,01 1,64 2,96

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                        (b) 
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𝑄̅(45°) =

[
 
 
 

.

.

4,79 2,99 3,26

2,99 4,79 3,26

3,26 3,26 3,64

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                        (c) 

𝑄̅(60°) =

[
 
 
 

.

.

2,21 2,31 1,64

2,31 8,74 4,01

1,64 4,01 2,96

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                        (d) 

Berdasarkan matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari setiap 

lamina pada persamaan (b), (c), dan (d), kita bisa menentukan matriks 𝐴 laminat. 

Kemudian, karena susunan laminatnya simetri, 𝐴∗ = 𝐴−1 sehingga matriks 𝐴∗ 
dapat langsung ditentukan dengan menginverskan matriks 𝐴, yaitu 

𝐴∗ = 𝐴−1 =

[
 
 
 

.

.

2,27 0,22 −2,32

0,22 2,27 −2,32

−2,32 −2,32 6,08

.

.]
 
 
 

× 10−8 Pa−1 ∙m−1.               (e) 

Dengan demikian, laminat memiliki susunan yang simetris dan satu-satunya 

gaya yang bekerja adalah gaya pada arah 𝑥  maka 𝜅𝑥
0 = 𝜅𝑦

0 = 𝜅𝑥𝑦
0 = 0  dan 

berdasarkan persamaan (6.63), dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,27 0,22 −2,32

0,22 2,27 −2,32

−2,32 −2,32 6,08

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(𝐹 0,314 m⁄ )

0

0

.

.]
 
 
 

× 10−8 Pa−1 ∙m−1 

=

[
 
 
 
 
.

.

(7,22 × 10−8)  𝐹

(7,01 × 10−9)  𝐹

(−7,40 × 10−8)  𝐹

.

.]
 
 
 

 N−1.                                                                        

Selanjutnya, karena kelengkungan laminat sama dengan nol, regangan di 

sepanjang ketebalan laminat bernilai sama sehingga bisa dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 
 
.

.

(7,22 × 10−8)  𝐹

(7,01 × 10−9)  𝐹

(−7,40 × 10−8)  𝐹

.

.]
 
 
 

 N−1.                                         (f) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 Kekuatan Material Komposit  |  253 

Sekarang, mari kita tentukan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦 yang bekerja pada 

setiap lamina. Berdasarkan persamaan (b) dan (f), tegangan yang bekerja pada 

laminat dengan serat arah 30° adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

8,74 2,31 4,01

2,31 2,21 1,64

4,01 1,64 2,96

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(7,22 × 10−8)  𝐹

(7,01 × 10−9)  𝐹

(−7,40 × 10−8)  𝐹

.

.]
 
 
 

× 1010  m−2              

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

3.503,41 𝐹

607,93 𝐹

827,35 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                                          (g) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (c) dan (f), tegangan yang bekerja pada 

laminat dengan serat arah 45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

4,79 2,99 3,26

2,99 4,79 3,26

3,26 3,26 3,64

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(7,22 × 10−8)  𝐹

(7,01 × 10−9)  𝐹

(−7,40 × 10−8)  𝐹

.

.]
 
 
 

 × 1010  m−2           

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.255,77 𝐹

82,22 𝐹

−106,92 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                                         (h) 

Sementara itu, berdasarkan persamaan (b) dan (f), tegangan yang bekerja pada 

laminat dengan serat arah 60° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,21 2,31 1,64

2,31 8,74 4,01

1,64 4,01 2,96

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(7,22 × 10−8)  𝐹

(7,01 × 10−9)  𝐹

(−7,40 × 10−8)  𝐹

.

.]
 
 
 

 × 1010  m−2           

maka 
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

546,68 𝐹

−690,15 𝐹

−720,43 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                                          (i) 

Dengan mentransformasikan persamaan (g)–(i) ke sistem koordinat utama, 

tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada lamina dengan serat arah 30°, 45°, 
dan 60° secara berturut-turut diberikan oleh persamaan (j), (k), dan (m), yaitu 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

3.497,54 𝐹

615,80 𝐹

−840,97 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2,                                              (j) 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

562,08 𝐹

775,91 𝐹

−586,77 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2,                                             (k) 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−1.004,85 𝐹

861,38 𝐹

−175,35 𝐹

.

.]
 
 
 

  m−2.                                           (l) 

Selanjutnya, berdasarkan data-data pada soal, setiap lamina akan 

mengalami kegagalan jika tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 melanggar pertidaksamaan 

berikut. 

[
 
 
 

.

.

−820 MPa

−130 MPa

−82 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 MPa

82 MPa

.

.]
 
 
 

.                                   (m) 

Dengan demikian, pada lamina dengan serat arah 30°, berdasarkan persamaan 

(j) dan pertidaksamaan (m), lamina tersebut akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tekan pada arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser 𝜏12 

negatif jika gaya 𝐹  yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua dan ketiga pada persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

3.497,54 𝐹

615,80 𝐹

−840,97 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−820 MPa

−130 MPa

−82 MPa

.

.]
 
 
 

,                               
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[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−234,45

−211,11

97,51

.

.]
 
 
 

kN.                                               (n) 

Kemudian, lamina dengan serat arah 30° akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser 𝜏12 

positif jika gaya 𝐹  yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua dan ketiga pada persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

3.497,54 𝐹

615,80 𝐹

−840,97 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 MPa

82 MPa

.

.]
 
 
 

,                          

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

443,17

100,68

−97,51

.

.]
 
 
 

kN.                                               (o) 

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (k) dan pertidaksamaan (m), lamina 

dengan serat arah 45° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada 

arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser negatif jika gaya 𝐹 yang 

bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan ketiga 

pada persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

562,08 𝐹

775,91 𝐹

−586,77 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−800 MPa

−140 MPa

−82 MPa

.

.]
 
 
 

,                                                       

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−1.423,28

−180,43

139,75

.

.]
 
 
 

kN.                                         (p) 

Sementara itu, lamina dengan serat arah 45° akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser 

positif jika gaya 𝐹  yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua, dan ketiga pada persamaan berikut. 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



256  |  Mekanika Material Komposit: … 

[
 
 
 

.

.

562,08 𝐹

775,91 𝐹

−586,77 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 Mpa

82 Mpa

.

.]
 
 
 

,                        

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2.757,61

79,91

−139,75

.

.]
 
 
 

kN.                                            (q) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (l) dan pertidaksamaan (m), lamina 

dengan serat arah 60° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada 

arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser negatif jika gaya 𝐹 yang 

bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan ketiga 

pada persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

−1.004,85 𝐹

861,38 𝐹

−175,35 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−800 MPa

−140 MPa

−82 MPa

.

.]
 
 
 

,                                                      

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

796,14

−162,53

467,64

.

.]
 
 
 

kN.                                             (r) 

Lamina dengan serat arah 60° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tarik 

pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser positif jika gaya 𝐹 

yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan 

ketiga pada persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

−1.004,85 𝐹

861,38 𝐹

−175,35 𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 MPa

82 MPa

.

.]
 
 
 

,                           

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−1.542,52

71,98

−467,64

.

.]
 
 
 

kN.                                         (s) 

Berdasarkan persamaan (n)–(q), dapat disimpulkan batas gaya 𝐹 yang 

dapat menyebabkan terjadinya kegagalan pada laminat akibat tegangan tarik 

pada arah 1 dan arah 2, tegangan tekan pada arah 1 dan 2, serta tegangan geser 
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𝜏12  positif dan negatif ditunjukkan pada tabel di bawah. Dari tabel tersebut 

terlihat bahwa besar gaya tekan maksimum yang mampu ditahan oleh silinder 

adalah sebesar 97,51 kN  yang menyebabkan lamina dengan serat arah 30° 
mengalami kegagalan akibat tegangan geser 𝜏12 positif. Kemudian, besar gaya 

tarik maksimum yang mampu ditahan silinder adalah sebesar 71,98 kN yang 

menyebabkan lamina dengan serat arah 60°  mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 2. 

Lamina 
Penyebab kegagalan 

𝝈𝟏
𝐭𝐞𝐤 𝝈𝟏

𝐭𝐚𝐫 𝝈𝟐
𝐭𝐞𝐤 𝝈𝟐

𝐭𝐚𝐫 − 𝝉𝟏𝟐
𝐦𝐚𝐤𝐬 + 𝝉𝟏𝟐

𝐦𝐚𝐤𝐬 

30° −234,45 443,17 −211,11 100,68 97,51 −97,51 

45° −1.423,28 2.757,61 −180,43 79,91 139,75 −139,75 

60° 796,14 −1.542,52 −162,53 71,98 467,64 −467,64 

Contoh 7.8 

Jika silinder pada Contoh 7.6 berisi gas dan satu-satunya gaya yang bekerja 

adalah gaya yang dihasilkan oleh tekanan gas, tentukan tekanan gas maksimum 

yang mampu ditahan oleh silinder tersebut. Asumsikan bahwa gaya yang 

diberikan oleh tekanan gas jauh lebih besar dibandingkan gaya berat silinder 

dan gaya berat gas. 

 

Jawab 

Tekanan gas 𝑝 akan menghasilkan resultan tegangan pada arah 𝑥 dan 𝑦 pada 

silinder seperti ditunjukkan pada Gambar 1. Untuk menentukan resultan 

tegangan pada arah 𝑦, yaitu 𝑁𝑦, mari kita tinjau gaya-gaya yang bekerja seperti 

ditunjukkan pada Gambar 2. Perhatikan bahwa kita mengasumsikan bahwa 

gaya berat silinder dan gaya berat gas sama dengan nol karena gaya yang 

diberikan oleh tekanan gas jauh lebih besar. Karena gas dan silinder berada 

dalam keadaan setimbang, dapat dituliskan bahwa  

∑𝐹𝑦 = 0,             

2𝑁𝑦𝑑𝑥 − 𝑝(2𝑅 𝑑𝑥) = 0.                                       
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Dengan demikian, resultan tegangan 𝑁𝑦 adalah 

2𝑁𝑦𝑑𝑥 = 𝑝(2𝑅 𝑑𝑥), 

𝑁𝑦 = 𝑝𝑅       

maka 

𝑁𝑦 = 0,1𝑝 (m),                                                (a) 

dengan (m) adalah satuan jari-jari 𝑅. 

Kemudian, berdasarkan Gambar 3, dapat dituliskan bahwa 

∑𝐹𝑥 = 0, 

𝑁𝑥(2𝜋𝑅) − 𝑝 (𝜋𝑅2) = 0                           

sehingga resultan gaya 𝑁𝑥 adalah 

    𝑁𝑥(2𝜋𝑅) = 𝑝 (𝜋𝑅2) ; 
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      𝑁𝑥 =
𝑝𝑅

2
  

maka 

𝑁𝑥 = 0,05𝑝 (m).                                        (b) 

Karena kita sudah menentukan matriks 𝐴∗ pada Contoh 7.6, regangan bidang 

referensi yang dialami oleh laminat adalah 

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,27 0,22 −2,32

0,22 2,27 −2,32

−2,32 −2,32 6,08

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0,05𝑝

0,1𝑝

0

.

.]
 
 
 

× 10−8  Pa−1 

=

[
 
 
 
 
.

.

(1,35 × 10−9)  𝑝

(2,38 × 10−9)  𝑝

(−3,48 × 10−9)  𝑝

.

.]
 
 
 

 Pa−1.                                                          

Selain itu, karena kelengkungan laminat sama dengan nol, regangan di 

sepanjang ketebalan laminat bernilai sama sehingga bisa dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 
 
.

.

(1,35 × 10−9)  𝑝

(2,38 × 10−9)  𝑝

(−3,48 × 10−9)  𝑝

.

.]
 
 
 

 Pa−1.                                    (c) 

Kita sudah menentukan matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi 

dari setiap lamina pada Contoh 7.6. Dengan demikian, dengan cara yang sama, 

tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 pada lamina dengan serat arah 30° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

8,74 2,31 4,01

2,31 2,21 1,64

4,01 1,64 2,96

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(1,35 × 10−9)  𝑝

(2,38 × 10−9)  𝑝

(−3,48 × 10−9)  𝑝

.

.]
 
 
 

× 1010                

maka 
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

33,36 𝑝

26,71 𝑝

−9,63 𝑝

.

.]
 
 
 

.                                                                                  (d) 

Kemudian, tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang bekerja pada laminat dengan serat 

arah 45° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

4,79 2,99 3,26

2,99 4,79 3,26

3,26 3,26 3,64

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(1,35 × 10−9)  𝑝

(2,38 × 10−9)  𝑝

(−3,48 × 10−9)  𝑝

.

.]
 
 
 

 × 1010              

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

22,30 𝑝

40,72 𝑝

−5,04 𝑝

.

.]
 
 
 

.                                                                                 (e) 

Tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang bekerja pada laminat dengan serat arah 60° 

adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,21 2,31 1,64

2,31 8,74 4,01

1,64 4,01 2,96

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
 
.

.

(1,35 × 10−9)  𝑝

(2,38 × 10−9)  𝑝

(−3,48 × 10−9)  𝑝

.

.]
 
 
 

 × 1010               

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

27,67 𝑝

99,23 𝑝

14,67 𝑝

.

.]
 
 
 

  m−2.                                                                          (f) 

Dengan mentransformasikan persamaan (d)–(f) ke sistem koordinat utama, 

tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada lamina dengan serat arah 30°, 45°, 
dan 60° secara berturut-turut diberikan oleh oleh persamaan berikut: 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

23,36 𝑝

36,72 𝑝

−7,70 𝑝

.

.]
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[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

26,47 𝑝

36,55 𝑝

9,21 𝑝

.

.]
 
 
 

,                                                              (h) 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

94,05 𝑝

32,86 𝑝

23,65 𝑝

.

.]
 
 
 

 m−2.                                                      (i) 

Berdasarkan persamaan (g)–(i), karena ruas kanan persamaan-persamaan 

tersebut bernilai positif—kecuali baris ketiga persamaan (g)—dapat 

disimpulkan bahwa tekanan gas kemungkinan akan menyebabkan silinder 

mengalami kegagalan akibat lamina penyusun mengalami tegangan tarik pada 

arah 1, tegangan tegangan tekan pada arah 2, atau tegangan geser 𝜏12 positif. 

Kemudian, silinder juga mungkin mengalami kegagalan akibat tegangan geser 

𝜏12 negatif yang bekerja pada lamina dengan serat arah 30°.  

Sekarang, mari kita tinjau secara lebih terperinci tegangan-tegangan 

yang dihasilkan oleh tekanan 𝑝. Perhatikan bahwa lamina dengan serat arah 30° 
akan mengalami kegagalan akibat tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik 

pada arah 2, dan tegangan geser 𝜏12 negatif jika tekanan 𝑝 yang bekerja secara 

berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua dan ketiga pada persamaan 

berikut. 

[
 
 
 

.

.

23,36 𝑝

36,72 𝑝

−7,70 𝑝

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 MPa

−82 MPa

.

.]
 
 
 

 ,                     

[
 
 
 

.

.

𝑝

𝑝

𝑝

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

66,35

1,69

10,65

.

.]
 
 
 

MPa.                                                  (j) 

Kemudian, lamina dengan serat arah 45° akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser 

positif jika tekanan 𝑝 yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua, dan ketiga pada persamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

26,47 𝑝

36,55 𝑝

9,21 𝑝

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 MPa

82 MPa

.

.]
 
 
 

,                     
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[
 
 
 

.

.

𝑝

𝑝

𝑝

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

58,56

1,70

8,90

.

.]
 
 
 

MPa.                                                (k) 

Sementara itu, lamina dengan serat arah 60° akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser 

positif jika tekanan 𝑝 yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua, dan ketiga pada persamaan berikut.  

[
 
 
 

.

.

94,05 𝑝

32,86 𝑝

23,65 𝑝

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.550 MPa

62 MPa

82 MPa

.

.]
 
 
 

,                     

[
 
 
 

.

.

𝑝

𝑝

𝑝

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

16,48

1,89

3,47

.

.]
 
 
 

kN.                                                    (l) 

Nilai tekanan yang diberikan oleh persamaan (j)–(l) dapat kita rangkum 

seperti ditunjukkan pada tabel berikut. Berdasarkan tabel tersebut, dapat 

disimpulkan tekanan 𝑝 maksimum yang mampu ditahan oleh silinder adalah 

sebesar 1,69 MPa, yang menyebabkan terjadinya kegagalan akibat tegangan 

tarik pada arah 2 pada lamina dengan serat arah 30°. 
 

Lamina 
Penyebab kegagalan 

𝝈𝟏
𝐭𝐚𝐫 𝝈𝟐

𝐭𝐚𝐫 − 𝝉𝟏𝟐
𝐦𝐚𝐤𝐬 + 𝝉𝟏𝟐

𝐦𝐚𝐤𝐬 

30° 66,35 1,69 10,65 − 

45° 58,56 1,70 − 10,65 

60° 16,48 1,89 − 3,47 

 

F. Kriteria Kegagalan Regangan Maksimum 

Selain kriteria kegagalan tegangan maksimum, juga terdapat teori lain yang 

dapat digunakan untuk menentukan kekuatan material komposit. Teori tersebut 

disebut sebagai kriteria kegagalan regangan maksimum. Berdasarkan teori Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



 

 Kekuatan Material Komposit  |  263 

tersebut, suatu lamina akan mengalami kegagalan jika memenuhi kondisi-

kondisi berikut. 

1) Regangan tarik yang dialami lamina pada arah 1 melebihi regangan 

tarik yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

2) Regangan tekan yang dialami lamina pada arah 1 melebihi regangan 

tekan yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

3) Regangan tarik yang dialami lamina pada arah 2 melebihi regangan 

tarik yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

4) Regangan tekan yang dialami lamina pada arah 2 melebihi regangan 

tarik yang mampu ditahannya pada arah tersebut. 

5) Regangan geser yang dialami lamina melebihi regangan geser yang 

mampu ditahan oleh lamina tersebut. 

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa suatu laminat tidak akan 

mengalami kegagalan jika regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 yang bekerja pada lamina 

memenuhi kriteria berikut. 

𝜀1
tek < 𝜀1 < 𝜀1

tar,                                                  (7.33) 

𝜀2
tek < 𝜀2 < 𝜀2

tar,                                                  (7.34) 

|𝛾12| < 𝛾12
maks.                                                       (7.35) 

Besaran 𝜀1
tek  dan 𝜀1

tar  secara berturut-turut adalah regangan tekan dan 

regangan tarik maksimum pada arah 1. Kemudian, 𝜀2
tek  dan 𝜀2

tar  secara 

berturut-turut adalah regangan tekan dan regangan tarik maksimum pada arah 

2. Sementara itu, 𝛾12
maks merupakan regangan geser maksimum. 

Contoh 7.9 

Ulangi Contoh 7.2 dengan menggunakan kriteria kegagalan regangan 

maksimum. Diketahui bahwa 𝐸1 = 145 GPa, 𝐸2 = 10 GPa, 𝐺12 = 8 GPa dan 

𝜈12 = 0,25. 

 

Jawab 

Pertama, mari kita tentukan terlebih dahulu batas-batas regangan yang mampu 

ditahan laminat. Berdasarkan soal dan Contoh 7.1, batas-batas regangan 

tersebut adalah 

𝜀1
tek =

𝜎1
tek

𝐸1

=
−750 MPa

145.000 MPa
= −0,00517,                              (a) 
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𝜀1
tar =

𝜎1
tar

𝐸1

=
1.800 MPa

145.000 Mpa
= 0,01241,                                 (b) 

𝜀2
tek =

𝜎2
tek

𝐸2

=
−160 Mpa

10.000 Mpa
= −0,016,                                      (c) 

𝜀2
tar =

𝜎2
tek

𝐸2

=
50 Mpa

10.000 Mpa
= 0,005,                                         (d) 

𝛾12
maks =

𝜏12
maks

𝐺12

=
80 Mpa

8.000 Mpa
= 0,01.                                          (e) 

Pada Contoh 7.2, kita sudah merumuskan tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  yang 

disebabkan oleh tegangan geser  𝜏𝑥𝑦 yang diberikan oleh persamaan (a) pada 

Contoh tersebut. Dengan demikian, karena 

𝑆11 =
1

𝐸1

= 6,90 × 10−12 Pa−1,           

𝑆12 =
−𝜈12

𝐸1

= −1,72 × 10−12 Pa−1,  

𝑆22 =
1

𝐸2

= 100 × 10−12 Pa−1,            

        𝑆66 =
1

𝐺12

= 125 × 10−12 Pa−1.           

Regangan 𝜀1, 𝜀2, dan 𝛾12 yang dihasilkan oleh tegangan geser  𝜏𝑥𝑦 adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

                                                  

=

[
 
 
 

.

.

6,90 −1,72 0

−1,72 100 0

0 0 125

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0,87 𝜏𝑥𝑦

−0,87 𝜏𝑥𝑦

0,5 𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

× 10−12 Pa−1            
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maka 

[
 
 
 
.

.

𝜀1

𝜀2

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,75 𝜏𝑥𝑦

−8,85 𝜏𝑥𝑦

6,25 𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

 × 10−11 Pa−1.                                                   (f) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (a)–(e), tegangan geser yang bekerja 

harus memenuhi pertidaksamaan berikut. 

[
 
 
 

.

.

−0,00517

−0,016

−0,01

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

0,75 𝜏𝑥𝑦

−8,85 𝜏𝑥𝑦

6,25 𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

 × 10−11 Pa−1 <

[
 
 
 

.

.

0,01241

0,005

0,01

.

.]
 
 
 

                      

atau 

[
 
 
 

.

.

−689,33 MPa

−56,50 MPa

−160 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

 𝜏𝑥𝑦

  𝜏𝑥𝑦

  𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.654,67 MPa 

180,79 MPa

160 MPa

.

.]
 
 
 

.                                  (g) 

Terlihat bahwa kekuatan geser lamina adalah sebesar 56,50 MPa dan ini tidak 

jauh berbeda dengan kekuatan geser yang ditentukan dengan menggunakan 

kriteria kegagalan tegangan maksimum. 

Soal-soal 

1. Sebuah lamina karbon/epoksi dengan serat arah 30° menerima tegangan 

𝜎𝑥 seperti ditunjukkan pada gambar berikut, sedangkan 𝜎𝑦 = 𝜏𝑥𝑦 = 0 . 

Tentukan batas tegangan 𝜎𝑥  yang dapat bekerja jika 𝜎1
tek = −750 MPa, 

𝜎1
tar = 1.700 Mpa, 𝜎2

tek = −150 Mpa, 𝜎2
tar = 50 Mpa, dan 𝜏12

maks =
80 MPa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜎𝑥 𝜎𝑥 
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2. Ulangi soal nomor 1 dengan menggunakan kriteria kegagalan regangan 

maksimum. Diketahui bahwa 𝐸1 = 150 GPa, 𝐸2 = 12 GPa, 𝐺12 = 9 GPa, 

dan 𝜈12 = 0,25. 

3. Sebuah silinder dengan diameter 0,12 m dibuat dari laminat karbon/epoksi 

dengan susunan (60/45/30)𝑠 seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. 

Diketahui bahwa ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,3 mm. sifat-

sifat lamina penyusun adalah 𝐸1 = 150 GPa,   𝐸2 = 11 GPa,  𝐺12 =
10 GPa, dan 𝜈12 = 0,25. Kemudian, kekuatan lamina penyusun diberikan 

oleh 𝜎1
tek = −850 MPa,  𝜎1

tar = 1.450 Mpa,  𝜎2
tek = −120 Mpa, 

𝜎2
tar = 62 Mpa,  dan 𝜏12

maks = 82 MPa.  Jika satu-satunya gaya yang 

bekerja pada tabung tersebut adalah gaya aksial (𝑭𝑥),  tentukan gaya 

maksimum yang bisa ditahan oleh pipa tersebut ketika pipa tersebut ditekan 

dan ditarik. 

 

 

4. Buatlah diagram batas kekuatan silinder pada soal nomor 3 dengan 

tegangan geser 𝜏𝑥𝑦 = 0. 

5. Jika silinder pada soal nomor 3 berisi gas bertekanan dan silinder tersebut 

menerima tegangan tekan sebesar 𝜎2 = 500 MPa, tentukan tekanan gas 

maksimum yang mampu ditahan oleh silinder tersebut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑭𝑥 𝑭𝑥 
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BAB VIII  

EFEK HIGROTERMAL 

Pada bab-bab sebelumnya, kita sudah membahas hubungan antara tegangan dan 

regangan pada lamina dan laminat. Akan tetapi, seperti material lain, material 

komposit juga bisa berekspansi atau menyusut akibat perubahan suhu. Artinya, 

perubahan suhu dapat menyebabkan material komposit mengalami regangan. 

Selain itu, salah satu sifat polimer yang biasanya berperan sebagai matriks pada 

material komposit adalah polimer yang lembap dapat berekspansi akibat 

menyerap cairan di sekitarnya. Dengan kata lain, kelembapan juga dapat 

menyebabkan material komposit mengalami regangan. Pada bab ini, kita akan 

membahas efek perubahan suhu dan kelembapan atau efek higrotermal terhadap 

tegangan dan regangan pada material komposit, baik lamina maupun laminat. 

Peta konsep bab ini sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 8.1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EFEK HIGROTERMAL 

Hubungan antara 

Tegangan dan 

Regangan dengan 

Memperhitungkan 

Efek Termal 

Hubungan antara 

Tegangan dan 

Regangan dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Asumsi Tegangan 

Bidang dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Regangan Termal 

Bebas pada Lamina 

Transformasi 

Regangan dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Tegangan dan 

Regangan pada 

Sistem Koordinat 

Global dengan 

Memperhitungkan 

Efek Termal 

a 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



268  |  Mekanika Material Komposit: … 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 8.1 Peta Konsep Bab 8 

A. Regangan Termal Bebas pada Lamina 

Misalkan pada suatu suhu 𝑇ref, sebuah elemen lamina memiliki dimensi ∆1, ∆2, 

dan ∆3  seperti ditunjukkan pada Gambar 8.2. Kemudian, misalkan lamina 

tersebut dipanaskan hingga suhu 𝑇 sehingga sisi-sisi lamina tersebut pada arah 

1, 2, dan 3 mengalami perubahan panjang sebesar 𝛿∆1, 𝛿∆2 dan 𝛿∆3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Keterangan:  (a) Lamina pada Suhu 𝑇ref dan (b) Lamina yang Mengalami Regangan di Arah 

1, 2, dan 3 pada suhu 𝑇 

Gambar 8.2 Pengaruh Suhu pada Elemen Lamina dengan Dimensi ∆1, ∆2, dan ∆3  

3 

2 

1 
∆1 

∆2 

∆3 

Suhu 𝑇ref 

(a) 

3 

2 

1 
∆1
+ 𝛿∆1 

∆2 + 𝛿∆2 

∆3 + 𝛿∆3 

Suhu 𝑇 

(b) 

 Tegangan dan 

Regangan pada 

Laminat dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Resultan Tegangan 

dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Resultan Momen 

dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Matriks 𝐴𝐵𝐷 

dengan 

Memperhitungkan 

Efek Higrotermal 

Koefisien 

Deformasi Termal 

dan Koefisien 

Deformasi 

Kelembapan 

Laminat 

Efek Higrotermal 

terhadap Kekuatan 

Laminat 
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Regangan termal bebas pada arah 1, 2, dan 3 pada suhu 𝑇 yang misalkan 

secara berturut-turut disimbolkan sebagai 𝜀1
𝑇(𝑇, 𝑇ref), 𝜀2

𝑇(𝑇, 𝑇ref),  dan 

𝜀3
𝑇(𝑇, 𝑇ref) didefinisikan sebagai 

𝜀
1
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) =

𝛿∆1

∆1

,                                                    (8.1) 

𝜀
2
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) =

𝛿∆2

∆2

,                                                    (8.2) 

𝜀
3
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) =

𝛿∆3

∆3

.                                                    (8.3) 

Ketiga regangan itu disebut sebagai regangan termal bebas. Disebut demikian 

karena terjadi hanya disebabkan perubahan suhu, bukan karena adanya gaya 

luar yang bekerja. Dalam hal ini, 𝑇ref  disebut sebagai suhu referensi dan 

pemilihan suhu referensi tersebut adalah sembarang sesuai dengan kebutuhan 

analisis.  

Jika kita meninjau interaksi antara serat dan matriks dan jika keduanya 

memiliki respons terhadap suhu yang berbeda, sebetulnya perubahan suhu dapat 

menimbulkan tegangan pada elemen lamina tersebut. Misalkan matriks lebih 

mudah berekspansi daripada serat akibat kenaikan suhu. Akibatnya, ketika suhu 

elemen lamina makin tinggi, karena matriks dan serat terikat kuat, ekspansi 

matriks ditahan oleh serat sehingga menimbulkan tegangan tarik pada serat dan 

tegangan tekan pada matriks. Akan tetapi, dengan mengasumsikan elemen 

lamina sebagai material yang homogen, regangan termal bebas tidak 

menyebabkan terjadinya tegangan pada elemen lamina tersebut karena 

tegangan-tegangan yang bekerja pada serat dan matriks saling menghilangkan.  

Jika ekspansi berbanding lurus dengan suhu, kita bisa mendefinisikan 

koefisien ekspansi termal pada arah 1, 2, dan 3 sebagai 𝛼1, 𝛼2, dan 𝛼3 sehingga 

persamaan (8.1)−(8.3) dapat ditulis sebagai 

𝜀
1
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) = 𝛼1∆𝑇,                                                 (8.4) 

𝜀
2
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) = 𝛼2∆𝑇,                                                 (8.5) 

𝜀
3
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) = 𝛼3∆𝑇,                                                 (8.6) 

dengan 

∆𝑇 = 𝑇 − 𝑇ref.                                                   (8.7) Bu
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Dengan menyamakan persamaan (8.1) dengan (8.4), dapat dituliskan bahwa 

𝛿∆1

∆1

= 𝛼1∆𝑇,           

𝛿∆1= 𝛼1∆1∆𝑇.                                                   (8.8) 

Dengan cara yang sama, perubahan panjang pada arah 2 dan 3 dapat dirumuskan 

sebagai  

𝛿∆2= 𝛼2∆2∆𝑇,                                                   (8.9) 

𝛿∆3= 𝛼3∆3∆𝑇.                                                 (8.10) 

B. Hubungan antara Tegangan dan Regangan dengan 

Memperhitungkan Efek Termal 

Pada bab-bab sebelumnya, kita sudah membahas bahwa regangan disebabkan 

oleh adanya tegangan yang bekerja. Karena kita sudah mengetahui bahwa 

regangan juga disebabkan oleh perubahan suhu, kita perlu menulis ulang 

hubungan antara tegangan dan regangan tersebut dengan cara yang sedikit 

berbeda. Dalam bentuk umum, hubungan antara tegangan dan regangan 

diberikan oleh persamaan (3.25). Karena regangan-regangan pada persamaan 

tersebut dihasilkan oleh tegangan-tegangan yang bekerja, persamaan tersebut 

dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1
mek

𝜀2
mek

𝜀3
mek

𝛾23
mek

𝛾13
mek

𝛾12
mek

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆21 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.           (8.11) 

Superskrip “mek” menunjukkan bahwa regangan yang dimaksud merupakan 

regangan akibat tegangan luar yang bekerja. Regangan tersebut disebut sebagai 

regangan mekanik.  

Perhatikan bahwa pada sistem koordinat utama, perubahan suhu hanya 

menyebabkan ekspansi atau kompresi yang hanya menyebabkan perubahan 

dimensi, bukan perubahan bentuk. Ini berarti bahwa perubahan suhu tidak 
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menyebabkan regangan geser seperti yang ditunjukkan pada Gambar 8.2. Jika 

sebuah lamina mengalami perubahan dimensi akibat tegangan luar dan 

perubahan suhu, regangan total yang dialami elemen lamina tersebut 

merupakan penjumlahan regangan mekanik dan regangan termal bebas. Jika 

regangan total adalah  

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1
mek

𝜀2
mek

𝜀3
mek

𝛾23
mek

𝛾13
mek

𝛾12
mek

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀
1
𝑇

𝜀
2
𝑇

𝜀
3
𝑇

0

0

0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

sehingga 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1
mek

𝜀2
mek

𝜀3
mek

𝛾23
mek

𝛾13
mek

𝛾12
mek

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀
1
𝑇

𝜀
2
𝑇

𝜀
3
𝑇

0

0

0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

maka 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1
mek

𝜀2
mek

𝜀3
mek

𝛾23
mek

𝛾13
mek

𝛾12
mek

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝜀1
𝑇

𝜀2 − 𝜀2
𝑇

𝜀3 − 𝜀3
𝑇

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.                                       (8.12) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (8.12) ke persamaan (8.11), diperoleh 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝜀1
𝑇

𝜀2 − 𝜀2
𝑇

𝜀3 − 𝜀3
𝑇

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆21 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.          (8.13) 

Persamaan (8.13) memberikan hubungan antara tegangan dan regangan ketika 

lamina juga mengalami regangan bebas termal. Jika regangan termal bebas 

sama dengan nol, kita kembali ke hubungan tegangan dan regangan yang 

diberikan oleh persamaan (3.25). Kemudian, dengan mengalikan kedua ruas 

persamaan (8.13) dengan invers dari matriks komplian, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝜀1
𝑇

𝜀2 − 𝜀2
𝑇

𝜀3 − 𝜀3
𝑇

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,           (8.14) 

dengan matriks 6 × 6  pada persamaan (8.14) merupakan matriks kekakuan 

seperti yang sudah kita bahas pada Bab III. Kemudian, berdasarkan persamaan 

(8.8)–(8.10), persamaan (8.13) juga bisa ditulis sebagai 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆21 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

        (8.15) 

dan persamaan (8.14) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.      (8.16) 

C. Hubungan antara Tegangan dan Regangan dengan 

Memperhitungkan Efek Higrotermal 

Salah satu sifat polimer adalah polimer tersebut dapat menyerap cairan di 

sekitarnya. Penyerapan tersebut menyebabkan polimer berekspansi. Dengan 

demikian, material komposit dengan matriks polimer juga dapat berekspansi 

atau menyusut akibat pengaruh kelembapan.  

Pada material komposit dengan matriks polimer, regangan yang terjadi 

dapat diasumsikan berbanding lurus dengan nilai kelembapan. Nilai 

kelembapan material komposit menunjukkan persentase massa zat cair yang 

diserap dari total massa material komposit tersebut. Kemudian, seperti 

pendefinisian regangan termal bebas, kita bisa mendefinisikan regangan 

kelembapan bebas pada arah 1, 2, dan 3 secara berturut-turut sebagai 

𝜀1
𝑀(𝑀,𝑀ref),  𝜀2

𝑀(𝑀,𝑀ref),  dan 𝜀3
𝑀(𝑀,𝑀ref).  Ketiga besaran tersebut 

dirumuskan sebagai 

𝜀
1
𝑀 (𝑀,𝑀ref) = 𝛽1∆𝑀,                                           (8.17) 

𝜀
2
𝑀 (𝑀,𝑀ref) = 𝛽2∆𝑀,                                           (8.18) Bu
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𝜀
3
𝑀 (𝑀,𝑀ref) = 𝛽3∆𝑀,                                           (8.19) 

dengan 

∆𝑀 = 𝑀 − 𝑀𝑟𝑒𝑓.                                              (8.20) 

Besaran 𝛽1 , 𝛽2 , dan 𝛽3  secara berturut-turut merupakan koefisien ekspansi 

kelembapan pada arah 1, 2, dan 3. Kemudian, karena 𝜀 = δ∆ ∆⁄ , dapat 

dituliskan bahwa 

𝛿∆1

∆1

= 𝛽1∆𝑀,           

𝛿∆1= 𝛽1∆1∆𝑀.                                               (8.21) 

Dengan cara yang sama, pada arah 2 dan 3, kita dapat menuliskan bahwa  

𝛿∆2= 𝛽2∆2∆𝑀,                                               (8.22) 

𝛿∆3= 𝛽3∆3∆𝑀.                                                (8.23) 

Sama seperti regangan termal bebas, regangan kelembapan bebas hanya 

menyebabkan perubahan dimensi dan tidak menyebabkan perubahan bentuk. 

Ini berarti bahwa perubahan kelembapan tidak menyebabkan terjadinya 

regangan geser.  

Sekarang, misalkan terdapat tegangan yang bekerja pada elemen lamina. 

Kemudian, perubahan suhu dan perubahan kelembapan juga terjadi. Akibatnya, 

elemen lamina tersebut mengalami regangan mekanik, regangan termal bebas, 

dan regangan kelembapan bebas. Dengan demikian, regangan total yang 

dialami oleh elemen laminat tersebut sama dengan penjumlahan regangan 

mekanik, regangan termal bebas, dan regangan kelembapan bebas, yaitu 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

𝜀3

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1
mek

𝜀2
mek

𝜀3
mek

𝛾23
mek

𝛾13
mek

𝛾12
mek

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀
1
𝑇

𝜀
2
𝑇

𝜀
3
𝑇

0

0

0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀
1
𝑀

𝜀
2
𝑀

𝜀
3
𝑀

0

0

0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

                       (8.24) 

sehingga regangan mekanik dapat ditulis sebagai 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1
mek

𝜀2
mek

𝜀3
mek

𝛾23
mek

𝛾13
mek

𝛾12
mek

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇 − 𝛽3∆𝑀

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.                            (8.25) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (8.25) ke persamaan (8.11), hubungan 

antara tegangan dan regangan dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇 − 𝛽3∆𝑀

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆12 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.        (8.26) 

Kemudian, dengan mengalikan kedua ruas persamaan (8.26) dengan invers 

matriks komplian, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜎3

𝜏23

𝜏13

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0

𝐶21 𝐶22 𝐶23 0 0 0

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0

0 0 0 𝐶44 0 0

0 0 0 0 𝐶55 0

0 0 0 0 0 𝐶66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇 − 𝛽3∆𝑀

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.  

(8.27) 

Persamaan (8.26) dan (8.27) merupakan bentuk umum dari persamaan yang 

memberikan hubungan antara tegangan dan regangan pada elemen lamina. Pada 

kedua persamaan tersebut, efek higrotermal, yaitu efek termal dan efek 

kelembapan juga diperhitungkan. 
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D. Asumsi Tegangan Bidang dengan Memperhitungkan Efek 

Higrotermal 

Pada bab-bab sebelumnya kita sudah menggunakan asumsi tegangan bidang 

tanpa memperhitungkan efek higrotermal. Sekarang, kita gunakan asumsi 

tersebut dengan memperhitungkan efek higrotermal. Dengan memperhitungkan 

efek higrotermal, berdasarkan asumsi tegangan bidang yang mengasumsikan 

bahwa 𝜎3, 𝜏13, dan 𝜏23 sama dengan nol, persamaan (8.26) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇 − 𝛽3∆𝑀

𝛾23

𝛾13

𝛾12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0

𝑆12 𝑆22 𝑆23 0 0 0

𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0

0 0 0 𝑆44 0 0

0 0 0 0 𝑆55 0

0 0 0 0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

0

0

0

𝜏12

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

(8.28) 

Kemudian, seperti yang sudah kita lakukan sebelumnya, dengan merumuskan 

regangan 𝜀3 secara terpisah, persamaan (8.28) dapat ditulis sebagai  

[
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝛾12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0 0 𝑆66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

.                    (8.29) 

Kemudian, berdasarkan baris ketiga persamaan (8.28), regangan 𝜀3  dapat 

ditulis sebagai 

𝜀3 − 𝛼3∆𝑇 − 𝛽3∆𝑀 = 𝑆13𝜎1 + 𝑆23𝜎2;                                                 

𝜀3 = 𝛼3∆𝑇 + 𝛽3∆𝑀 + 𝑆13𝜎1 + 𝑆23𝜎2.                 (8.30) 

Terlihat bahwa regangan pada arah 3 tidak lagi hanya dipengaruhi oleh 𝑆13𝜎1 

dan 𝑆23𝜎2, tetapi juga dipengaruhi oleh kelembapan dan suhu. 

Selanjutnya, dengan mengalikan kedua ruas persamaan (8.29) dengan 

invers dari matriks komplian tereduksi, akan diperoleh 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0 0 𝑄66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀1 − 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

𝜀2 − 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝛾12

.

.]
 
 
 

,                   (8.31) 
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dengan matriks 3 × 3 pada ruas kanan persamaan (8.31) merupakan matriks 

kekakuan tereduksi seperti yang sudah kita tentukan pada Bab III.  

Contoh 8.1 

Sebuah elemen lamina dengan serat arah 0° mengalami kenaikan suhu sebesar 

60°C seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. Tentukan regangan pada arah 

1 dan 2 yang dialami lamina akibat kenaikan suhu tersebut jika sifat dari lamina 

tersebut diberikan oleh 𝐸1 = 150 GPa, 𝐸2 = 10 Gpa, 𝐺12 = 9 GPa, 𝜈12 = 0,25, 
𝛼1 = −0,018 × 10−6 ℃⁄ , 𝛼2 = 24,3 × 10−6 ℃⁄ , 𝛽1 = 146 × 10

−6 %⁄ , dan 

𝛽2 = 4.770 × 10
−6 %⁄ . Selama kenaikan suhu terjadi, lamina tidak menerima 

gaya luar dan juga tidak mengalami perubahan kelembapan. 

 

 

 

Jawab 

Karena lamina tidak mengalami perubahan kelembapan, regangan kelembapan 

bebas sama dengan nol. Selain itu, karena tidak ada gaya luar atau tegangan luar 

yang bekerja pada lamina, regangan total yang dialami oleh lamina hanya 

regangan termal bebas, yaitu regangan yang hanya disebabkan oleh perubahan 

suhu. Dengan demikian, regangan lamina pada arah 1 dapat ditentukan dengan 

menggunakan persamaan (8.4), yaitu 

𝜀1 = 𝜀1
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) = 𝛼1∆𝑇 = (−0,018 × 10−6 ℃⁄ ) (60°C)             

= −1,08 × 10−7.                                                                                    

Sementara itu, lamina pada arah 2 dapat ditentukan dengan menggunakan 

persamaan (8.5), yaitu 

𝜀2 = 𝜀
2
𝑇 (𝑇, 𝑇ref) = 𝛼1∆𝑇 = (24,3 × 10−6 ℃⁄ ) (60°C)                   

= 0,001458.                                                                                            

Ingat bahwa perubahan suhu tidak menyebabkan terjadinya regangan geser 𝛾12.  

𝑥 

𝑦 
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Contoh 8.2 

Sebuah lamina yang memiliki sifat yang sama dengan lamina pada Contoh 8.1 

mengalami penurunan suhu sebesar 70℃. Selama penurunan suhu tersebut, 

lamina menyerap uap lembap sebesar 0,45%  dari massanya. Tentukan 

tegangan yang harus diberikan supaya perubahan dimensi dari lamina tidak 

terjadi selama proses tersebut.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Jawab 

Tegangan yang harus bekerja pada lamina dapat ditentukan dengan 

menggunakan persamaan (8.31). Oleh sebab itu, mari kita tentukan terlebih 

dahulu matriks kekakuan tereduksi dari lamina. Matriks kekakuan tereduksi 

dari lamina adalah 𝑄, yaitu 

𝑄 =

[
 
 
 

.

.

150,63 2,51 0

2,51 10,04 0

0 0 9

.

.]
 
 
 

× 109 Pa. 

Karena lamina tidak mengalami perubahan dimensi, ini berarti bahwa regangan 

total yang dialami oleh lamina sama dengan nol, yaitu 𝜀1 = 0, 𝜀2 = 0, dan 

𝛾12 = 0 . Dengan demikian, berdasarkan persamaan (8.31), dapat dituliskan 

bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄11 𝑄12 0

𝑄12 𝑄22 0

0 0 𝑄66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 
.

.

0− 𝛼1∆𝑇 − 𝛽1∆𝑀

0− 𝛼2∆𝑇 − 𝛽2∆𝑀

𝛾12

.

.]
 
 
 

                                                 

𝜎1 𝜎1 

𝜎2 

𝜎2 
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=

[
 
 
 

.

.

150,63 2,51 0

2,51 10,04 0

0 0 9

.

.]
 
 
 

                                                                    

[
 
 
 
 
.

.

− (−0,018 × 10−6 ℃⁄ ) (−70°C) − (146 × 10−6 %⁄ ) (0,45%)

− (24,3 × 10−6 ℃⁄ ) (−70°C) − (4.770 × 10−6 %⁄ ) (0,45%)

0

.

.]
 
 
 

× 109 Pa 

=

[
 
 
 

.

.

−11,20

−4,64

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                                                 

Terlihat bahwa tegangan 𝜎1 dan 𝜎2 yang bekerja bernilai negatif dan ini berarti 

bahwa kedua tegangan tersebut merupakan tegangan tekan.    

E. Transformasi Regangan dengan Memperhitungkan Efek 

Higrotermal 

Untuk memperoleh hubungan antara regangan akibat efek termal pada sistem 

koordinat utama dan regangan pada sistem koordinat global, kita bisa 

menggunakan persamaan (4.38)–(4.40). Karena efek termal tidak menimbulkan 

regangan geser, persamaan (4.38) lebih baik ditulis sebagai 

𝜀𝑥
𝑇 = 𝜀

1
𝑇 cos2 𝜃 + 𝜀

2
𝑇 sin2 𝜃 + 2(

1

2
𝛾

12
𝑇 ) sin𝜃,                 (8.32) 

dengan 𝛾12
𝑇 , 𝜀𝑥

𝑇 , 𝜀1
𝑇 ,  dan 𝜀2

𝑇  secara berturut-turut merupakan regangan geser 

pada sistem koordinat utama akibat efek termal dan regangan normal akibat 

efek termal pada arah 𝑥 , 1, dan 2. Artinya, persamaan (8.32) memberikan 

rumusan untuk menentukan regangan 𝜀𝑥
𝑇 jika 𝜃 dan regangan termal bebas pada 

sistem koordinat utama diketahui. Keuntungan penulisan seperti persamaan 

tersebut adalah karena efek termal tidak menyebabkan regangan geser, 𝛾12
𝑇 = 0 

sehingga hubungan antara 𝜀𝑥
𝑇 dan regangan pada sistem koordinat utama dapat 

ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana, yaitu 

𝜀𝑥
𝑇 = 𝜀

1
𝑇 cos2 𝜃 + 𝜀

2
𝑇 sin2 𝜃.                                     (8.33) 

Kemudian, regangan 𝜀𝑦
𝑇, yaitu regangan akibat efek termal pada arah 𝑦 

dapat dirumuskan dengan menuliskan persamaan (4.39) menjadi 
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𝜀𝑦
𝑇 = 𝜀

1
𝑇 sin2 𝜃 + 𝜀

2
𝑇 cos2 𝜃 − 2(

1

2
𝛾

12
𝑇 ) sin 𝜃 cos 𝜃.                       (8.34) 

Dengan demikian, karena 𝛾12
𝑇 = 0, persamaan (8.34) dapat ditulis sebagai 

𝜀𝑦
𝑇 = 𝜀

1
𝑇 sin2 𝜃 + 𝜀

2
𝑇 cos2 𝜃.                                     (8.35) 

Selanjutnya, meskipun 𝛾12
𝑇  sama dengan nol, ini bukan berarti bahwa 

regangan geser pada sistem kooordinat global akibat efek termal, yaitu 𝛾𝑥𝑦
𝑇 , 

sama dengan nol. Berdasarkan persamaan (4.40), dapat dituliskan bahwa 

1

2
𝛾𝑥𝑦
𝑇 = −𝜀

1
𝑇 sin𝜃 cos𝜃 + 𝜀

2
𝑇 sin𝜃 cos 𝜃 +

1

2
𝛾𝑥𝑦 (cos2 𝜃 −sin2 𝜃)   (8.36) 

sehingga 

1

2
𝛾𝑥𝑦
𝑇 = −𝜀

1
𝑇 sin𝜃 cos𝜃 + 𝜀

2
𝑇 sin𝜃 cos𝜃                                                                

maka 

1

2
𝛾𝑥𝑦
𝑇 = (𝜀

1
𝑇 − 𝜀

2
𝑇) sin𝜃 cos𝜃.                                                                     (8.37) 

Berdasarkan persamaan (8.33), (8.35) dan (8.37), kita bisa 

mendefinisikan besaran baru sedemikian rupa sehingga regangan pada sistem 

koordinat global akibat efek termal dapat ditulis sebagai 

𝜀𝑥
𝑇 = 𝛼𝑥∆𝑇,                                                    (8.38) 

𝜀𝑦
𝑇 = 𝛼𝑦∆𝑇,                                                    (8.39) 

𝛾𝑥𝑦
𝑇 = 𝛼𝑥𝑦∆𝑇.                                                  (8.40) 

Besaran baru 𝛼𝑥, 𝛼𝑦, dan 𝛼𝑥𝑦 disebut sebagai koefisien deformasi termal pada 

sistem koordinat global.  

Untuk menentukan hubungan antara koefisien ekspansi termal dengan 

koefisien deformasi termal, kita perlu menuliskan terlebih dahulu persamaan 

(8.33), (8.35), dan (8.37) dalam bentuk yang sedikit berbeda. Karena 𝜀
1
𝑇 =

𝛼1∆𝑇, persamaan (8.33) dapat ditulis sebagai 

  𝜀𝑥
𝑇 = 𝛼1∆𝑇 cos2 𝜃 + 𝛼2∆𝑇 sin2 𝜃        
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maka 

𝜀𝑥
𝑇 = (𝛼1 cos2 𝜃 + 𝛼2 sin2 𝜃)∆𝑇.                               (8.41) 

Kemudian, karena 𝜀2
𝑇 = 𝛼2∆𝑇, persamaan (8.35) dapat ditulis sebagai 

          𝜀𝑦
𝑇 = 𝛼1∆𝑇 sin2 𝜃 + 𝛼2∆𝑇 cos2 𝜃                                              

maka 

𝜀𝑦
𝑇 = (𝛼1 sin2 𝜃 + 𝛼2 cos2 𝜃)∆𝑇.                                (8.42) 

Selanjutnya, persamaan (8.37) dapat ditulis sebagai 

      
1

2
𝛾𝑥𝑦
𝑇 = (𝛼1∆𝑇 − 𝛼2∆𝑇) sin𝜃 cos𝜃                                            

maka 

1

2
𝛾𝑥𝑦
𝑇 = (𝛼1 − 𝛼2) sin𝜃 cos𝜃 ∆𝑇.                                   (8.43) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (8.38)–(8.40) dan (8.41)–(8.43), 

hubungan antara koefisien ekspansi termal dan koefisien deformasi termal dapat 

ditulis sebagai 

𝛼𝑥 = 𝛼1 cos2 𝜃 + 𝛼2 sin2 𝜃,                                        (8.44) 

𝛼𝑦 = 𝛼1 sin2 𝜃 + 𝛼2 cos2 𝜃,                                        (8.45) 

𝛼𝑥𝑦 = 2 (𝛼1 − 𝛼2) sin𝜃 cos 𝜃.                                    (8.46) 

Selanjutnya, perhatikan bahwa karena efek kelembapan memiliki bentuk 

yang sama dengan efek termal, transformasi regangan kelembapan bebas dari 

sistem koordinat utama ke sistem koordinat global juga seperti yang diberikan 

oleh persamaan (8.33), (8.35), dan (8.37). Kemudian, kita juga bisa 

mendefinisikan besaran baru sedemikian rupa sehingga 

𝜀𝑥
𝑀 = 𝛽𝑥∆𝑇,                                                     (8.47) 

𝜀𝑦
𝑀 = 𝛽𝑦∆𝑇,                                                     (8.48) 

𝛾𝑥𝑦
𝑀 = 𝛽𝑥𝑦∆𝑇.                                                    (8.49) 
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Besaran 𝛽𝑥 , 𝛽𝑦 , dan 𝛽𝑥𝑦  disebut sebagai koefisien deformasi kelembapan. 

Dengan demikian, seperti hubungan antara koefisien ekspansi termal dengan 

koefisien deformasi termal, kita juga bisa menuliskan hubungan antara 

koefisien ekspansi kelembapan dengan koefisien deformasi kelembapan 

menjadi 

𝛽𝑥 = 𝛽1 cos2 𝜃 + 𝛽2 sin2 𝜃,                                         (8.50) 

𝛽𝑦 = 𝛽1 sin2 𝜃 + 𝛽2 cos2 𝜃,                                         (8.51) 

𝛽𝑥𝑦 = 2 (𝛽1 − 𝛽2) sin𝜃 cos𝜃.                                       (8.52) 

Contoh 8.3 

Tentukan koefisien deformasi termal 𝛼𝑥, 𝛼𝑦, dan 𝛼𝑥𝑦 dari lamina dengan serat 

arah 45°. Kemudian, tentukan juga koefisien deformasi kelembapan 𝛽𝑥 , 𝛽𝑦, 

dan 𝛽𝑥𝑦 dari lamina tersebut. Diketahui bahwa sifat-sifat dari lamina tersebut 

sama dengan sifat-sifat lamina pada Contoh 8.1. 

 

Jawab 

a) Berdasarkan persamaan (8.44), koefisien deformasi termal 𝛼𝑥 adalah 

𝛼𝑥 = (−0,018× 10−6 ℃⁄ ) (cos2 45°) + (24,3 × 10−6 ℃⁄ ) (sin2 45°)  

= 1,21 × 10−5 ℃⁄ .                                                                                             

Kemudian, berdasarkan persamaan (8.45), koefisien deformasi termal 𝛼𝑦 

adalah 

𝛼𝑦 = (−0,018× 10−6 ℃⁄ ) (sin2 45°) + (24,3 × 10−6 ℃⁄ ) (cos2 45°)  

= 1,21 × 10−5 ℃⁄ .                                                                                             

Sementara itu, berdasarkan persamaan (8.46), koefisien deformasi termal 

𝛼𝑥𝑦 adalah 

𝛼𝑥𝑦 = 2 [(−0,018 × 10−6 ℃⁄ ) − (24,3 × 10−6 ℃⁄ )] sin 45° cos 45°     

= 2,43 × 10−5 ℃⁄ .                                                                                          Bu
ku
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Berdasarkan persamaan (8.44)–(8.46), jika koefisien deformasi termal 𝛼𝑥, 

𝛼𝑦, dan 𝛼𝑥𝑦 diplot sebagai fungsi arah serat pada rentang −90° ≤ 𝜃 ≤ 90°, 

akan tampak seperti pada gambar di bawah.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Berdasarkan persamaan (8.50), koefisien deformasi kelembapan 𝛽𝑥 adalah 

𝛽𝑥 = (146 × 10−6 %⁄ ) (cos2 45°) + (4.770 × 10−6 %⁄ ) (sin2 45°)       

= 0,00246 %⁄ .                                                                                                     

Kemudian, berdasarkan persamaan (8.51), koefisien deformasi kelembapan 

𝛽𝑦 adalah 

𝛽𝑦 = (146 × 10−6 %⁄ ) (sin2 45°) + (4.770 × 10−6 %⁄ ) (cos2 45°)       

= 0,00246 %⁄ .                                                                                                     

Sementara itu, berdasarkan persamaan (8.52), koefisien deformasi 

kelembapan 𝛽𝑥𝑦 adalah 

𝛽𝑥𝑦 = 2 [(146 × 10−6 %⁄ ) − (4.770 × 10−6 %⁄ )] sin 45° cos 45°          

= − 0,00452 %⁄ .                                                                                             

Berdasarkan persamaan (8.50)–(8.52), jika koefisien deformasi 

kelembapan 𝛽𝑥, 𝛽𝑦, dan 𝛽𝑥𝑦 diplot sebagai fungsi arah serat pada rentang 

−90° ≤ 𝜃 ≤ 90°, akan seperti ditunjukkan pada gambar berikut. 
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F. Tegangan dan Regangan pada Sistem Koordinat Global 

dengan Memperhitungkan Efek Higrotermal 

Sekarang, mari kita tentukan hubungan antara tegangan dan regangan lamina 

pada sistem koordinat global dengan memperhitungkan efek higrotermal. 

Proses penentuan hubungan tersebut sama seperti yang kita lakukan pada Bab 

IV. Perhatikan bahwa persamaan (8.29) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

:

:

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 

.

.

𝛼1∆𝑇

𝛼2∆𝑇

1

1
0

1

1

.

.]
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 

.

.

𝛽1∆𝑀

𝛽2∆𝑀

1

1
0

1

1

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0
1

1
0

1

2
𝑆66

.

.]
 
 
 
 

[
 
 
 
 

.

.

 𝜎1

 𝜎2

1

1
𝜏12

.

.]
 
 
 
 

.     (8.53) 

Untuk menuliskan hubungan antara tegangan dan regangan pada sistem 

koordinat global, regangan pada ruas kiri dan tegangan pada ruas kanan 

persamaan tersebut perlu ditransformasikan terlebih dahulu ke sistem koordinat 

global. Kita sudah mengetahui bahwa  

[
 
 
 
 

.

.

𝜀1

𝜀2

:

:

1

2
𝛾12

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

:

:

1

2
𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

                                            (8.54) 

dan 

[
 
 
 
 

.

.

 𝜎1

 𝜎2

1

1
𝜏12

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

 𝜎𝑥

 𝜎𝑦

1

1
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

.                                             (8.55) 
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Kemudian, berdasarkan persamaan (8.44)–(8.46), dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

cos2 𝜃 sin2 𝜃 −2 sin𝜃 cos 𝜃

sin2 𝜃 cos2 𝜃 −2 sin𝜃 cos 𝜃

sin𝜃 cos 𝜃
1

1
−sin𝜃 cos𝜃 cos2 𝜃 −sin2 𝜃

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛼1

𝛼2

0

.

.]
 
 
 

.     (8.56) 

Karena baris ketiga pada matriks paling kanan sama dengan nol, kolom ketiga 

pada matriks 3 × 3  pada persamaan (8.56) tidak akan mengubah rumusan 

koefisien deformasi termal 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦 , dan 𝛼𝑥𝑦 . Namun, dengan menuliskan 

matriks 3 × 3 pada persamaan tersebut dengan cara yang seperti itu, matriks 

tersebut menjadi sama dengan invers dari matriks transformasi. Dengan 

mengalikan baris pertama dan kedua pada kedua ruas persamaan (8.56) dengan 

∆𝑇 dan baris ketiganya dengan (1 2⁄ )∆𝑇, persamaan tersebut menjadi  

[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 

.

.

𝛼1

𝛼2

0

.

.]
 
 
 

,      

[
 
 
 
 

.

.

𝛼𝑥∆𝑇

𝛼𝑦∆𝑇

1

2
𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇−1

[
 
 
 
 

.

.

𝛼1∆𝑇

𝛼2∆𝑇

1

1
0

1

1

.

.]
 
 
 
 

.                                      (8.57) 

Dengan demikian, dengan mengalikan kedua ruas persamaan (8.57) dengan 

matriks transformasi 𝑇, kita memperoleh  

[
 
 
 
 

.

.

𝛼1∆𝑇

𝛼2∆𝑇

1

1
0

1

1

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝛼𝑥∆𝑇

𝛼𝑦∆𝑇

1

2
𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 
 

.                                      (8.58 ) 

Dengan cara yang sama, kita juga bisa menuliskan bahwa 

[
 
 
 
 

.

.

𝛽1∆𝑇

𝛽2∆𝑇

1

1
0

1

1

.

.]
 
 
 
 

= 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝛽𝑥∆𝑇

𝛽𝑦∆𝑇

1

2
𝛽𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 
 

.                                       (8.59) 

Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



286  |  Mekanika Material Komposit: … 

Selanjutnya, dengan menyubstitusikan persamaan (8.55), (8.57), (8.58), 

dan (8.59) ke persamaan (8.53), diperoleh 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

:

:

1

2
𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

− 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝛼𝑥∆𝑇

𝛼𝑦∆𝑇

1

2
𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 
 

− 𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝛽𝑥∆𝑇

𝛽𝑦∆𝑇

1

2
𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0
1

1
0

1

2
𝑆66

.

.]
 
 
 
 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

 𝜎𝑥

 𝜎𝑦

1

1
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

                

sehingga 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥 − 𝛼𝑥∆𝑇 − 𝛽𝑥∆𝑀

𝜀𝑦 − 𝛼𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑦∆𝑀

:

:

1

2
𝛾𝑥𝑦 −

1

2
𝛼𝑥𝑦∆𝑇 −

1

2
𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

.

.

𝑆11 𝑆12 0

𝑆12 𝑆22 0

0
1

1
0

1

2
𝑆66

.

.]
 
 
 
 

𝑇

[
 
 
 
 

.

.

 𝜎𝑥

 𝜎𝑦

1

1
𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 

. (8.60) 

Dengan demikian, dengan mengalikan kedua ruas persamaan (8.60) dengan 

𝑇−1  dan dengan mengalikan baris ketiganya dengan 2, hubungan antara 

tegangan dan regangan pada sistem koordinat global dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥 − 𝛼𝑥∆𝑇 − 𝛽𝑥∆𝑀

𝜀𝑦 − 𝛼𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑦∆𝑀

𝛾𝑥𝑦 − 𝛼𝑥𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑆̅11 𝑆̅12 𝑆̅16

𝑆̅12 𝑆̅22 𝑆̅26

𝑆̅16 𝑆̅26 𝑆̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

,                (8.61) 

dengan matriks 3 × 3 pada ruas kanan persamaan (8.61) merupakan matriks 

komplian tereduksi yang ditransformasi seperti yang sudah kita definisikan 

pada Bab IV.  

Selanjutnya, dengan mengalikan kedua ruas persamaan (8.61) dengan 

invers dari matriks komplian tereduksi yang ditransformasi, akan diperoleh 

 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥 − 𝛼𝑥∆𝑇 − 𝛽𝑥∆𝑀

𝜀𝑦 − 𝛼𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑦∆𝑀

𝛾𝑥𝑦 − 𝛼𝑥𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

,       (8.62) 

dengan matriks 3 × 3 pada ruas kanan persamaan (8.62) merupakan matriks 

kekakuan tereduksi yang ditransformasi seperti yang sudah kita definisikan 

pada Bab IV. 

Contoh 8.4 

Sebuah elemen lamina dengan serat arah 30° mengalami kenaikan suhu sebesar 

35°C seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. Kemudian, selama kenaikan 
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suhu tersebut, diketahui bahwa kelembapan lamina tidak berubah. Tentukan 

tegangan dari luar yang perlu diberikan untuk mempertahankan ukuran dan 

bentuk dari elemen lamina tersebut. Diketahui bahwa 𝐸1 = 140 GPa,  𝐸2 =
8 GPa,  𝐺12 = 8 GPa,  𝜈12 = 0,25,  𝛼1 = −0,015 × 10

−6 ℃⁄ ,  𝛼2 =
22 × 10−6 ℃,⁄    𝛽1 = 140 × 10−6 %,⁄  dan 𝛽2 = 4.500 × 10

−6 %⁄ .  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jawab 

Persoalan ini dapat diselesaikan dengan menggunakan persamaan (8.62). Untuk 

itu, kita perlu terlebih dahulu menentukan matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari lamina. Seperti yang sudah kita lakukan pada bab-bab 

sebelumnya, matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari lamina 

adalah 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

8,63 2,31 4,09

2,31 2,01 1,65

4,09 1,65 2,91

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.             (a) 

Kemudian, karena arah serat lamina adalah pada arah 30° , kita juga perlu 

menentukan koefisien deformasi termal dari lamina tersebut. Berdasarkan 

persamaan (8.44), koefisien deformasi termal 𝛼𝑥 adalah 

𝛼𝑥 = (−0,015 × 10−6 ℃⁄ ) (cos2 35°) + (22 × 10−6 ℃⁄ ) (sin2 35°)          

= 5,49 × 10−6 ℃⁄ .                                                                                          (b) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (8.45), koefisien deformasi termal 𝛼𝑥 

adalah 

𝛼𝑦 = (−0,015 × 10−6 ℃⁄ ) (sin2 45°) + (22 × 10−6 ℃⁄ ) (cos2 45°)          

𝑥 

𝑦 1 2 

𝜃 = 30° 
𝜎𝑥 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝜎𝑥 
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= 1,65 × 10−5 ℃.⁄                                                                                           (c) 

Sementara itu, berdasarkan persamaan (8.46), koefisien deformasi termal 𝛼𝑥𝑦 

adalah 

𝛼𝑥𝑦 = 2 [(−0,015 × 10−6 ℃⁄ ) − (22 × 10−6 ℃⁄ )] sin 35° cos 35°              

= −1,91 × 10−5 ℃⁄ .                                                                                    (d) 

Karena kelembapan lamina tidak berubah, kita tidak perlu menentukan 

koefisien deformasi kelembapannya. Selain itu, karena tegangan-tegangan yang 

bekerja mempertahankan ukuran dan bentuk lamina, ini berarti bahwa regangan 

total lamina sama dengan nol maka 𝜀𝑥 = 0 , 𝜀𝑦 = 0  dan 𝛾𝑥𝑦 = 0 . Dengan 

demikian, berdasarkan persamaan (8.62) dan persamaan (a)–(d), dapat 

dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

8,63 2,31 4,09

2,31 2,01 1,65

4,09 1,65 2,91

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0− (5,49 × 10−6 ℃⁄ ) (35°C) − 0

0− (1,65 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C) − 0

0− (−1,91 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C) − 0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa      

=

[
 
 
 

.

.

−2,65

−5,00

2,04

.

.]
 
 
 

MPa.                                                             

Tanda minus menunjukkan bahwa tegangan 𝜎𝑥 dan 𝜎𝑦 yang bekerja merupakan 

tegangan tekan. Tegangan tekan ini berperan untuk mencegah ekspansi yang 

dialami lamina akibat kenaikan suhu. 

G. Tegangan dan Regangan pada Laminat dengan 

Memperhitungkan Efek Higrotermal 

Seperti analisis tegangan dan regangan pada laminat yang kita lakukan pada 

Bab V, mari kita gunakan hipotesis Kirchoff untuk menganalisis tegangan dan 

regangan pada laminat dengan memperhitungkan efek higrotermal. Ingat bahwa 

berdasarkan hipotesis Kirchoff, ketika laminat mengalami deformasi, 

permukaan setiap lamina penyusun selalu tegak lurus dengan garis yang normal 

terhadap bidang referensi sehingga regangan yang dialami oleh setiap lamina 

penyusun berkaitan antara satu sama lain. Dengan demikian, berdasarkan 
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hipotesis tersebut, ketika terjadi perubahan suhu pada laminat, regangan termal 

bebas yang dialami oleh setiap lamina penyusun tidak lagi sama dengan 

regangan termal bebas yang dialami oleh sebuah lamina seperti yang sudah kita 

bahas pada subbab sebelumnya. Hal ini disebabkan oleh koefisien deformasi 

termal yang bisa saja berbeda pada setiap lamina penyusun. Perbedaan koefisien 

deformasi termal tersebut dapat disebabkan oleh perbedaan arah serat dan 

perbedaan sifat dari setiap lamina penyusun. 

 

 
 

 

 

 

 
Gambar 8.3 Lamina pada Lapisan 1, 2,  

dan 3 yang Memiliki Perbedaan Koefisien 

Deformasi Termal  

Kita sudah membahas bahwa perbedaan koefisien ekspansi termal antara 

serat dan matriks dapat menghasilkan tegangan termal pada level mikro ketika 

sebuah lamina mengalami perubahan suhu. Dengan alasan yang sama, tentu 

perbedaan koefisien deformasi termal antarlamina pada suatu laminat juga bisa 

menimbulkan tegangan termal pada level makro. Berdasarkan Gambar 8.3, 

misalkan 𝛼𝑥1  dan 𝛼𝑥2  secara berturut-turut merupakan koefisien deformasi 

termal pada arah 𝑥 dari lamina 1 dan 2. Kemudian, misalkan 𝛼𝑥1 > 𝛼𝑥2. Jika 

lamina 1 dan 2 sama-sama mengalami kenaikan suhu sebesar ∆𝑇, karena 𝛼𝑥1 >
𝛼𝑥2, ekspansi yang akan dialami oleh lamina 1 ditahan oleh lamina 2. Lamina 

1 akan mengalami tegangan tekan pada arah 𝑥 dan lamina 2 akan mengalami 

tegangan tarik pada arah 𝑥.  

Perubahan suhu ∆𝑇  dihitung dari suhu ketika tegangan di sepanjang 

ketebalan laminat pada suhu tersebut sama dengan nol. Pada keadaan tersebut, 

laminat berada dalam keadaan tanpa tegangan. Nantinya, kita akan membahas 

bahwa suhu ketika laminat berada dalam keadaan tanpa tegangan sangat 

dipengaruhi oleh proses fabrikasi dari laminat tersebut. 

Untuk menentukan tegangan di sepanjang ketebalan laminat, kita bisa 

menggunakan cara yang kita gunakan pada Bab V. Karena 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

 =

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0

.

.]
 
 
 

,                                           (8.63) 

tegangan di sepanjang ketebalan laminat dapat dirumuskan sebagai 

1 
2 

𝑥 
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0
− 𝛼𝑥∆𝑇 − 𝛽𝑥∆𝑀

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0
− 𝛼𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑦∆𝑀

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0
− 𝛼𝑥𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

.         (8.64) 

Untuk menyederhanakan pembahasan, mari kita asumsikan bahwa kelembapan 

laminat tidak berubah sehingga ∆𝑀 = 0. Dengan demikian, persamaan (8.64) 

dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0
− 𝛼𝑥∆𝑇

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0
− 𝛼𝑦∆𝑇

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0
− 𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 

.                  (8.65) 

Perhatikan bahwa berdasarkan persamaan (8.65), tegangan bergantung pada 𝑧. 

Kemudian, ingat bahwa matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi pada 

pada persamaan (8.65) juga bisa berbeda-beda pada setiap lapisan.  

Contoh 8.5 

Bidang referensi sebuah elemen laminat dengan susunan [±45/0]𝑆 mengalami 

regangan sebagai berikut: 

𝜀𝑥
0
= 950 × 10−6,                  𝜅𝑥

0
= 0,                                                 

𝜀𝑦
0
= 0,                                      𝜅𝑦

0
= 0,                                                 

𝛾𝑥𝑦
0
= 0,                                    𝜅𝑥𝑦

0
= 0.                                                 

Diketahui bahwa regangan tersebut terjadi pada suhu 60°C dan suhu ketika 

laminat berada dalam keadaan tanpa tegangan adalah 25°C. Kemudian, setiap 

lamina penyusun memiliki sifat dengan 𝐸1 = 55 GPa,  𝐸2 = 15 GPa,  𝜈12 =
0,25,  𝐺12 = 7 GPa,  𝛼1 = 6,34 × 10−6 ℃,⁄  𝛼2 = 22 × 10

−6 ℃⁄ , 𝛽1 =
425 × 10−6 %,⁄  dan 𝛽2 = 6.250 × 10

−6 %⁄ . Jika ketebalan setiap lamina 

penyusun adalah 0,15 mm, tentukan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 yang bekerja di 

sepanjang ketebalan laminat tersebut. Kemudian, tentukan juga tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12  yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat tersebut. Asumsikan 

bahwa kelembapan laminat tidak berubah. 
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Jawab 

a) Soal ini dapat diselesaikan dengan menggunakan persamaan (8.64). Karena 

𝜀𝑦
0 = 𝛾𝑥𝑦

0 = 𝜅𝑥
0 = 𝜅𝑦

0 = 𝜅𝑥𝑦
0 = 0  dan 𝜀𝑥

0 = 950 × 10−6, persamaan 

tersebut dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(950 × 10−6) − 𝛼𝑥∆𝑇

−𝛼𝑦∆𝑇

−𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 

.            (a) 

Berdasarkan soal, perubahan suhu dari keadaan tanpa tegangan adalah 

∆𝑇 = 60°C − 25°C = 35°C. Kemudian, perhatikan bahwa soal ini hampir 

sama dengan Contoh 5.3. Perbedaannya hanya pada contoh ini, kita akan 

memperhitungkan efek termal akibat perubahan suhu sebesar 35°C. Pada 

Contoh 5.3, kita juga sudah menentukan matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari setiap lamina, yaitu 

𝑄̅(0°) =

[
 
 
 

.

.

5,60 0,38 0

0,38 1,53 0

0 0 0,7

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                    (b) 

𝑄̅(45°) =

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 1,02

1,27 2,67 1,02

1,02 1,02 1,60

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                  (c) 

𝑄̅(−45°) =

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 −1,02

1,27 2,67 −1,02

−1,02 −1,02 1,60

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                       (d) 

Selanjutnya, kita perlu menentukan koefisien deformasi termal dari 

setiap lamina. Pada lamina dengan serat arah 0°, 𝛼𝑥 = 𝛼1, 𝛼𝑦 = 𝛼2, dan 

𝛼𝑥𝑦 = 𝛼12 sehingga 

𝛼𝑥(0°) = 6,34 × 10−6 ℃⁄ ,                                      (e) 

𝛼𝑦(0°) = 22 × 10−6 ℃⁄ ,                                          (f) 

𝛼𝑥𝑦(0°) = 0.                                                                  (g) 
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Kemudian, berdasarkan persamaan (8.44), koefisien deformasi 

termal 𝛼𝑥 dari lamina dengan serat arah 45° adalah 

𝛼𝑥(45°) = (6,34 × 10−6 ℃⁄ ) (cos2 45°) + (22 × 10−6 ℃⁄ ) (sin2 45°)   

maka 

𝛼𝑥(45°) = 1,42 × 10−5 ℃⁄ .                                                                         (h) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (8.45), koefisien deformasi termal 𝛼𝑥 

adalah 

𝛼𝑦(45°) = (6,34 × 10−6 ℃⁄ ) (sin2 45°) + (22 × 10−6 ℃⁄ ) (cos2 45°)   

maka 

𝛼𝑦(45°) = 1,42 × 10−5 ℃⁄ .                                                                          (i) 

Sementara itu, berdasarkan persamaan (8.46), koefisien deformasi termal 

𝛼𝑥𝑦 adalah 

𝛼𝑥𝑦(45°) = 2 [(6,34 × 10−6 ℃⁄ ) − (22 × 10−6 ℃⁄ )] sin 45° cos 45°      

maka 

𝛼𝑥𝑦(45°) = −1,57 × 10−5 ℃⁄ .                                                                     (j) 

Dengan cara yang sama, pada lamina dengan serat arah −45°,  akan 

diperoleh 

𝛼𝑥(−45°) = 1,21 × 10−5 ℃,⁄                                          (k) 

𝛼𝑦(−45°) = 1,21 × 10−5 ℃⁄ ,                                          (l) 

𝛼𝑥𝑦(−45°) = 1,57 × 10−5 ℃⁄ .                                       (m) 

Sekarang, mari kita tentukan tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan laminat. Dengan ∆𝑇 = 35°C  dan dengan menyubstitusikan 

persamaan (b), (e), (f), dan (g) ke persamaan (a), tegangan yang bekerja 

pada lamina dengan serat arah 0° adalah 
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

5,60 0,38 0

0,38 1,53 0

0 0 0,7

.

.]
 
 
 

 

[
 
 
 

.

.

(950 × 10−6) − (6,34 × 10−6 ℃⁄ ) (35°C)

− (22 × 10−6 ℃⁄ ) (35°C)

−(0)(35°C)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa         

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

37,80

−8,97

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                                (n) 

Persamaan (d) berlaku pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (15 mm).  

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (c), (h), (i), dan (j) 

ke persamaan (a), tegangan yang bekerja pada lamina dengan serat arah 45° 
adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 −1,02

1,27 2,67 −1,02

−1,02 −1,02 1,60

.

.]
 
 
 

 

  

[
 
 
 

.

.

(950 × 10−6) − (1,42 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C)

− (1,42 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C)

− (−1,57 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa        

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

11,40

−1,90

8,29

.

.]
 
 
 

MPa.                                                            (o) 

Persamaan (e) berlaku pada rentang (−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30 mm) dan 

(0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm). 
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Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (d), (k), (l) dan (m) 

ke persamaan (a), tegangan yang bekerja pada lamina dengan serat arah 

−45° adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,67 1,27 1,02

1,27 2,67 1,02

1,02 1,02 1,60

.

.]
 
 
 

 

[
 
 
 

.

.

(950 × 10−6) − (1,42 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C)

− (1,42 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C)

− (1,57 × 10−5 ℃⁄ ) (35°C)

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa         

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

11,40

−1,90

−8,29

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                                (p) 

Persamaan (p) berlaku pada rentang (−0,30 mm) ≤ z ≤ (−0,15 mm) dan 

(0,15 mm) ≤ z ≤ (0,30 mm). 

Berdasarkan persamaan (n)–(p), tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan laminat dapat digambarkan seperti ditunjukkan pada gambar 

berikut. Sebagai pembanding, garis abu-abu menunjukkan tegangan-

tegangan yang sudah kita bahas pada Contoh 5.3. Terlihat bahwa perubahan 

suhu memberikan efek yang besar terhadap tegangan total yang dialami 

laminat ketika mengalami deformasi.  
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b) Pada lamina dengan serat arah 0°, karena arah 1, 2, dan 3 secara berturut-

turut searah dengan arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧, berdasarkan persamaan (d), tegangan 

𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 pada lamina tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

37,80

−8,97

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                      (q) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.16), dengan 𝑚 = cos(45°) dan 𝑛 =
sin(45°) , tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  pada lamina dengan serat arah 45° 
adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

81,28

67,98

15,18

.

.]
 
 
 

MPa                                

maka 
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[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

13,04

−3,54

−6,65

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                           (r) 

Kemudian, dengan 𝑚 = cos(−45°) dan 𝑛 = sin(−45°), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 pada lamina dengana arah serat −45° adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

81,28

67,98

−15,18

.

.]
 
 
 

MPa                                 

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

13,04

−3,54

6,65

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                            (s) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (g), (h), dan (i), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan 

seperti pada gambar berikut. 

 

z,
m
m

 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−60 −40 −20 0 20 40 60 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝜎1 (MPa) 

z,
m
m

 

0,30 

−0,45 

−0,30 

−0,15 

0 

0,15 

0,45 
−60 −40 −20 0 20 40 60 

Lapisan 1 (+45°) 

Lapisan 2 (−45°) 

Lapisan 3 (0°) 

Lapisan 4 (0°) 

Lapisan 5 (−45°) 

Lapisan 6 (+45°) 

𝜎2 (MPa) 
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Contoh 8.6 

Misalkan elemen laminat dengan susunan [±45/0]𝑆  mengalami 

pembengkokan seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. Diketahui bahwa 

radius kelengkungan 𝑅0 adalah 0,15 m dan regangan elemen laminat pada titik 

𝑃0 adalah 𝜀𝑥
0 = 500 × 10−6.  

 

 

 

 

 

 

Kemudian, ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,15 mm, sedangkan 𝜀𝑦
0, 

𝛾𝑥𝑦
0 , 𝜅𝑦

0, dan 𝜅𝑥𝑦
0  bernilai nol. Jika perubahan suhu laminat dari keadaan tanpa 

tegangan adalah ∆𝑇 = 30°C, laminat tidak mengalami perubahan kelembapan, 

dan sifat-sifat laminat tersebut sama dengan sifat-sifat laminat pada Contoh 8.5, 

tentukan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat. 

Kemudian, tentukan juga tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja di sepanjang 

ketebalan laminat tersebut.  

 

Jawab 

a) Sekali lagi, soal ini hampir sama dengan Contoh 5.4. Perbedaannya hanya 

pada contoh ini, laminat mengalami kenaikan suhu sebesar ∆𝑇 = 30℃ dari 

keadaan tanpa tegangan. Pada Contoh 5.4, kita sudah mengetahui bahwa 

kelengkungan laminat adalah 𝜅𝑥
0 = 0,0067 mm−1 . Kemudian, karena 

sifat-sifat laminat pada contoh ini sama dengan sifat-sifat laminat pada 

Contoh 8.5, kita bisa menggunakan nilai koefisien deformasi termal yang 

sudah kita tentukan pada Contoh tersebut. Dengan demikian, berdasarkan 

z,
m
m
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persamaan (8.64), karena 𝜀𝑦
0 = 𝛾𝑥𝑦

0 = 𝜅𝑥
0 = 𝜅𝑦

0 = 𝜅𝑥𝑦
0 = 0  dan 𝜀𝑥

0 =

500 × 10−6, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

 

                  

[
 
 
 

.

.

(500 × 10−6) + 𝑧(0,0067 mm−1 ) − (6,34 × 10−6 ℃⁄ ) (30°C)

− (22 × 10−6 ℃⁄ ) (30°C)

0

.

.]
 
 
 

 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(309,8× 10−6) + 𝑧(0,0067 mm−1)

660 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

.        (a) 

Sekarang, mari kita tentukan tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan lamina dengan serat arah 0°. Karena matriks kekakuan tereduksi 

yang ditransformasi dari lamina dengan serat arah 0°  diberikan oleh 

persamaan (b) pada Contoh 8.5, dengan menyubstitusikan persamaan 

tersebut ke persamaan (a) pada contoh ini, akan diperoleh 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

23,51+ 𝑧(373,03 mm−1)

−5,84+ 𝑧(25,43 mm−1)

−3,84

.

.]
 
 
 

 MPa.                    (b) 

Persamaan (a) berlaku pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (0,15 mm). 

Kemudian, dengan menyubstitusikan persamaan (c) pada Contoh 8.5 

ke persamaan (a) pada contoh ini, tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan lamina dengan serat arah 45° adalah 

 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0,25+ 𝑧(178,07 mm−1)

−13,05+ 𝑧(84,74 mm−1)

−9,14+ 𝑧(67,82 mm−1)

.

.]
 
 
 

 MPa.                    (c) 

Selanjutnya, dengan menyubstitusikan persamaan (d) pada Contoh 8.5 ke 

persamaan (a) pada contoh ini, tegangan yang bekerja di sepanjang 

ketebalan lamina dengan serat arah −45° adalah Bu
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

11,40+ 𝑧(178,07 mm−1)

−1,90+ 𝑧(84,74 mm−1)

−8,29− 𝑧(67,82 mm−1)

.

.]
 
 
 

 MPa.                     (d) 

Persamaan (c) berlaku pada rentang (−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30 mm) dan 

(0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm) , sedangkan persamaan (i) berlaku pada 

rentang (−0,30 mm) ≤ z ≤ (−0,15 mm)  dan (0,15 mm) ≤ z ≤
(0,30 mm).  

Tegangan di sepanjang ketebalan laminat yang diberikan oleh 

persamaan (b)–(d) dapat digambarkan seperti ditunjukkan pada gambar di 

bawah. Sebagai pembanding, garis abu-abu menunjukkan tegangan di 

sepanjang ketebalan lamina yang sudah kita tentukan pada Contoh 5.4. 

Pada contoh tersebut, kita tidak memperhitungkan efek perubahan suhu.  

 

z,
m
m
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b) Pada lamina dengan serat arah 0°, karena arah 1, 2, dan 3 secara berturut-

turut searah dengan arah 𝑥, 𝑦, dan 𝑧, berdasarkan persamaan (b), tegangan 

𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 pada lamina tersebut adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

23,51+ 𝑧(373,03 mm−1)

−5,84+ 𝑧(25,43 mm−1)

−3,84

.

.]
 
 
 

MPa.                   (e) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (4.16), dengan 𝑚 = cos(45°) dan 𝑛 =
sin(45°) , tegangan 𝜎1 , 𝜎2 , dan 𝜏12  pada lamina dengan serat arah 45° 
adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

0,25+ 𝑧(178,07 mm−1)

−13,05+ 𝑧(84,74 mm−1)

−9,14+ 𝑧(67,82 mm−1)

.

.]
 
 
 

MPa 

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−15,54+ 𝑧(199,23 mm−1)

2,74+ 𝑧(63,56 mm−1)

6,65− 𝑧(46,67 mm−1)

.

.]
 
 
 

MPa.                                          (f) 

Kemudian, dengan 𝑚 = cos(−45°) dan 𝑛 = sin(−45°), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 pada lamina dengana arah serat −45° adalah 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

11,40+ 𝑧(178,07 mm−1)

−1,90+ 𝑧(84,74 mm−1)

−8,29− 𝑧(67,82 mm−1)

.

.]
 
 
 

MPa    

maka 

[
 
 
 
.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

13,04+ 𝑧(199,23  mm−1)

−3,54+ 𝑧(63,56 mm−1)

6,65+ 𝑧(46,67 mm−1)

.

.]
 
 
 

MPa.                                            (g) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (e), (f), dan (g), tegangan 𝜎1, 𝜎2, 

dan 𝜏12 yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat dapat digambarkan 

seperti ditunjukkan pada gambar berikut. 
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H. Resultan Tegangan 

Sekarang, mari kita tentukan resultan tegangan dan resultan momen yang 

bekerja pada laminat dengan memperhitungkan efek higrotermal. Untuk itu, 

kita kembali menggunakan hipotesis Kirchhoff. Perhatikan bahwa persamaan 

(8.64) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0
− 𝛼𝑥∆𝑇 − 𝛽𝑥∆𝑀

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0
− 𝛼𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑦∆𝑀

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0
− 𝛼𝑥𝑦∆𝑇 − 𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

                       

z,
m
m
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=

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                

−

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥∆𝑇

𝛼𝑦∆𝑇

𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛽𝑥∆𝑀

𝛽𝑦∆𝑀

𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

.  

(8.66) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (6.9) dan (8.66), dapat dituliskan 

bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧                                                                                         

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

(

 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

 

)

 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧    

+∫  

(

 −

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥∆𝑇

𝛼𝑦∆𝑇

𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛽𝑥∆𝑀

𝛽𝑦∆𝑀

𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

)

 
 
𝐻

2

−
𝐻

2

𝑑𝑧 

(8.67) 

Integral pertama pada ruas kanan persamaan (8.67) sudah kita tentukan pada 

Bab VI. Integral tersebut diberikan oleh persamaan (6.16). Kemudian, seperti 

halnya matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi, koefisien deformasi 

termal dan koefisien deformasi kelembapan juga bisa berbeda-beda pada setiap 

lapisan. Dengan demikian, persamaan (8.67) dapat dijabarkan lagi sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐴

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                                             

− ∆𝑇∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

∫  𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1
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−∆𝑀∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽
𝑥

𝛽
𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

∫  𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

𝑁

𝑘=1

                       

maka 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐴

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                                                 

− ∆𝑇∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

 

−∆𝑀∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽
𝑥

𝛽
𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

.  (8.68) 

Dengan mendefinisikan 𝑁𝑇 sebagai 

𝑁𝑇 =

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

= ∆𝑇∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

  (8.69) 

dan dan 𝑁𝑀 sebagai 

𝑁𝑀 =

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑀

𝑁𝑦
𝑀

𝑁𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

= ∆𝑇∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽
𝑥

𝛽
𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1) ,

𝑁

𝑘=1

 (8.70) 

persamaan (8.68) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐴

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑀

𝑁𝑦
𝑀

𝑁𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

.               (8.71) 
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𝑁𝑇  dan 𝑁𝑀  pada persamaan (8.69) dan (8.70) secara berturut-turut disebut 

sebagai resultan tegangan termal dan resultan tegangan kelembapan.   

I. Resultan Momen dengan Efek Higrotermal  

Selanjutnya, mari kita tentukan rumusan resultan momen dengan 

memperhitungkan efek higrotermal. Berdasarkan persamaan (6.17) dan (8.67), 

dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑧
 
𝐻

2

−
𝐻

2

 𝑑𝑧  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= ∫  

(

 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝑧

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

 

)

 
  

𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧 

+∫  

(

 −

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥∆𝑇

𝛼𝑦∆𝑇

𝛼𝑥𝑦∆𝑇

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝛽𝑥∆𝑀

𝛽𝑦∆𝑀

𝛽𝑥𝑦∆𝑀

.

.]
 
 
 

)

 
 
𝐻

2

−
𝐻

2

𝑧 𝑑𝑧.        

(8.72) 

Integral pertama pada ruas kanan persamaan (8.72) sudah kita tentukan pada 

Bab VI. Integral tersebut diberikan oleh persamaan (6.21). Dengan demikian, 

persamaan (8.72) dapat dijabarkan lagi sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐷

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                                                   

− ∆𝑇∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

∫ 𝑧 𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1
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−∆𝑀∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽𝑥

𝛽𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

∫ 𝑧 𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1

                      

maka 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐷

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                                                             

−
∆𝑇

2
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

  

−
∆𝑀

2
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽
𝑥

𝛽
𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

. (8.73) 

Dengan mendefinisikan 𝑁𝑀 sebagai 

𝑀𝑇 =

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=
∆𝑇

2
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

   (8.74) 

dan 𝑀𝑀 sebagai 

𝑀𝑀 =

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑀

𝑀𝑦
𝑀

𝑀𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

=
∆𝑀

2
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽𝑥

𝛽𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
) ,

𝑁

𝑘=1

 (8.75) 

persamaan (8.73) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

= 𝐵

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

+ 𝐷

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

−

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑀

𝑀𝑦
𝑀

𝑀𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

.                             (8.76) 
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𝑀𝑇  dan 𝑀𝑀  pada persamaan (8.74) dan (8.75) secara berturut-turut disebut 

sebagai resultan momen termal dan resultan momen kelembapan.   

Contoh 8.7 

Sebuah laminat dengan susunan (±30/0)𝑆 mengalami kenaikan suhu sebesar 

100°C dari keadaan tanpa tegangan. Diketahui bahwa gaya luar yang bekerja 

pada laminat sama dengan nol dan setiap lamina penyusun memiliki sifat 

dengan 𝐸1 = 70 GPa,  𝐸2 = 16 Gpa,  𝜈12 = 0,25,  𝐺12 = 9 Gpa,  𝛼1 =
6,50 × 10−6 ℃⁄ ,  𝛼2 = 25 × 10−6 ℃,⁄  𝛽1 = 425 × 10

−6 %,⁄  dan 𝛽2 =
6.250 × 10−6 %⁄ . Jika kelembapan laminat tidak berubah dan ketebalan setiap 

lamina penyusun adalah 0,15 mm , tentukan resultan tegangan termal dan 

resultan momen termal dari laminat tersebut. Asumsikan bahwa sifat-sifat 

lamina tidak berubah selama kenaikan suhu. 

 

Jawab 

a) Resultan tegangan termal dapat ditentukan dengan menggunakan 

persamaan (8.69). Untuk itu, mari kita tentukan terlebih dahulu matriks 

kekakuan tereduksi yang ditransformasi dan koefisien deformasi termal 

dari masing-masing laminat. Matriks kekakuan tereduksi dari setiap lamina 

adalah 

𝑄̅(0°) =

[
 
 
 

.

.

7,10 0,41 0

0,41 1,62 0

0 0 0,9

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                     (a) 

𝑄̅(30°) =

[
 
 
 

.

.

4,92 1,21 1,65

1,21 2,18 0,72

1,65 0,72 1,71

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa,                                  (b) 

𝑄̅(−30°) =

[
 
 
 

.

.

4,92 1,21 −1,65

1,21 2,18 −0,72

−1,65 −0,72 1,71

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa.                        (c) 

Kemudian, koefisien deformasi termal dari lamina dengan serat arah 0° 
adalah 

𝛼𝑥(0°) = 6,50 × 10−6 ℃⁄ ,                                    (d) Bu
ku
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𝛼𝑦(0°) = 2,50 × 10−5 ℃⁄ ,                                    (e) 

𝛼𝑥𝑦(0°) = 0;                                                                  (f) 

koefisien deformasi termal dari lamina dengan serat arah 45° adalah 

𝛼𝑥(45°) = 1,58 × 10−5 ℃,⁄                                     (g) 

𝛼𝑦(45°) = 1,58 × 10−5 ℃,⁄                                     (h) 

𝛼𝑥𝑦(45°) = −1,85 × 10−5 ℃⁄ ;                                 (i) 

dan koefisien deformasi termal dari lamina dengan serat arah −45° adalah 

𝛼𝑥(−45°) = 1,58 × 10−5 ℃,⁄                                       (j) 

𝛼𝑦(−45°) = 1,58 × 10−5 ℃⁄ ,                                     (k) 

𝛼𝑥𝑦(−45°) = 1,85 × 10−5 ℃⁄ .                                      (l) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (8.69), resultan tegangan 

laminat adalah 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

= ∆𝑇∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

                                

= 100°C

{
 

 

  

[
 
 
 

.

.

4,92 1,21 1,65

1,21 2,18 0,72

1,65 0,72 1,71

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

1,58 × 10−5 ℃⁄

1,58 × 10−5 ℃⁄

−1,85 × 10−5 ℃⁄

.

.]
 
 
 

× 1010 𝑃𝑎                    

× [(−0,30 𝑚𝑚) − (−0,45 𝑚𝑚)]                                         

                           +

[
 
 
 

.

.

4,92 1,21 −1,65

1,21 2,18 −0,72

−1,65 −0,72 1,71

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

1,58 × 10−5 ℃⁄

1,58 × 10−5 ℃⁄

1,85 × 10−5 ℃⁄

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa  

× [(−0,15 mm) − (−0,30 mm)]                         
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 +

[
 
 
 

.

.

7,10 0,41 0

0,41 1,62 0

0 0 0,9

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

6,50 × 10−6 ℃⁄

2,50 × 10−5 ℃⁄

0

.

.]
 
 
 

      

× 1010 Pa × [0− (−0,15 mm)]                          

                +

[
 
 
 

.

.

7,10 0,41 0

0,41 1,62 0

0 0 0,9

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

6,50 × 10−6 ℃⁄

2,50 × 10−5 ℃⁄

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa 

          × [(0,15 mm) − 0]                                                            

                             +

[
 
 
 

.

.

3,28 1,48 −1,37

1,48 3,28 −1,37

−1,37 −1,37 1,98

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

1,58 × 10−5 ℃⁄

1,58 × 10−5 ℃⁄

1,85 × 10−5 ℃⁄

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa 

× [(0,30 mm) − (0,15 mm)]                              

               +

[
 
 
 

.

.

3,28 1,48 1,37

1,48 3,28 1,37

1,37 1,37 1,98

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

1,58 × 10−5 ℃⁄

1,58 × 10−5 ℃⁄

−1,85 × 10−5 ℃⁄

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa

× [(0,45 mm) − (0,30 mm)]

}
 

 

 

=

[
 
 
 

.

.

48.711

40.859

0

.

.]
 
 
 

N m⁄ .                                                                                             

Terlihat bahwa meskipun tidak ada gaya luar yang bekerja, resultan 

tegangan tetap ada akibat perubahan suhu. Kemudian, perhatikan bahwa 

karena kelembapan laminat tidak berubah dan tidak ada gaya luar yang 

bekerja pada laminat, ini berarti bahwa resultan tegangan total sama dengan 

resultan tegangan termal.  

b) Resultan momen termal dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(8.74). Perhatikan bahwa rumusan momen termal tersebut mengandung 

faktor (𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 ) seperti rumusan matriks 𝐵. Dengan demikian, karena 

susunan laminat adalah simetri, resultan momen termal yang bekerja adalah 
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[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0

0

0

.

.]
 
 
 

. 

J. Matriks 𝑨𝑩𝑫 dengan Efek Higrotermal  

Berdasarkan persamaan (8.71) dan (8.76), kita bisa menuliskan hubungan 

resultan tegangan dan resultan momen dengan regangan dan kelengkungan 

bidang referensi dengan memperhitungkan efek higrotermal. Perhatikan bahwa 

persamaan (8.71) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑀

𝑁𝑦
𝑀

𝑁𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

 

                        +

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                    (8.77)  

dan persamaan (8.76) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑀

𝑀𝑦
𝑀

𝑀𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

 

+

[
 
 
 

.

.

𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

.                (8.78)  

Dengan demikian, persamaan (8.77) dan (8.78) dapat ditulis dalam bentuk yang 

lebih padu sebagai 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑀

𝑁𝑦
𝑀

𝑁𝑥𝑦
𝑀

𝑀𝑥
𝑀

𝑀𝑦
𝑀

𝑀𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝐴11 𝐴12 𝐴16 𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐴12 𝐴22 𝐴26 𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐴16 𝐴26 𝐴66 𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16 𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐵12 𝐵22 𝐵26 𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐵16 𝐵26 𝐵66 𝐷16 𝐷26 𝐷66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

(8.79) 

Jika kedua ruas persamaan (8.79) dikalikan dengan invers matriks 𝐴𝐵𝐷, dapat 

dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥 + 𝑁𝑥
𝑇 + 𝑁𝑥

𝑀

𝑁𝑦 +𝑁𝑦
𝑇 +𝑁𝑦

𝑀

 𝑁𝑥𝑦 +𝑁𝑥𝑦
𝑇 + 𝑁𝑥𝑦

𝑀

𝑀𝑥 +𝑀𝑥
𝑇 +𝑀𝑥

𝑀

𝑀𝑦 +𝑀𝑦
𝑇 +𝑀𝑦

𝑀

𝑀𝑥𝑦 +𝑀𝑥𝑦
𝑇 +𝑀𝑥𝑦

𝑀

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,  

(8.80) 

dengan matriks 6 × 6  pada ruas kanan persamaan (8.80) merupakan invers 

matriks 𝐴𝐵𝐷. 

Contoh 8.8 

Tentukan regangan dan tegangan yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat 

pada Contoh 8.7. 

 

Jawab 

a) Karena satu-satunya resultan tegangan yang bekerja pada laminat pada 

Contoh 8.7 adalah resultan tegangan termal, persamaan (8.80) dapat ditulis 

sebagai 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.               (a) 

Kemudian, seperti yang sudah kita bahas pada Bab VI, karena susunan 

laminat adalah simetri, persamaan (a) dapat ditulis dalam dua persamaan 

terpisah, yaitu 

 

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴
11
∗ 𝐴

12
∗ 𝐴

16
∗

𝐴
12
∗ 𝐴

22
∗ 𝐴

26
∗

𝐴
16
∗ 𝐴

26
∗ 𝐴

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

                                   (b) 

dan  

[
 
 
 
 
.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐷
11
∗ 𝐷

12
∗ 𝐷

16
∗

𝐷
12
∗ 𝐷

22
∗ 𝐷

26
∗

𝐷
16
∗ 𝐷

26
∗ 𝐷

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

.                                  (c) 

Pada Contoh 8.7 kita sudah menentukan bahwa resultan momen termal 

sama dengan nol sehingga perubahan suhu hanya menyebabkan terjadinya 

regangan normal yang diberikan oleh persamaan (b). Seperti yang sudah 

kita lakukan pada Bab VI, matriks 𝐴∗ adalah 

𝐴∗ =

[
 
 
 

.

.

2,14 −1,01 0

−1,01 6,04 0

0 0 7,72

.

.]
 
 
 

 × 10−8 Pa−1 ∙ m−1.           (d) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (d) dan resultan tegangan termal 

yang sudah kita tentukan pada Contoh 8.7, regangan normal yang dialami 

oleh bidang referensi laminat adalah  
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[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,14 −1,01 0

−1,01 6,04 0

0 0 7,72

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

48.711

40.859

0

.

.]
 
 
 

× 10−8 

=

[
 
 
 

.

.

627 × 10−6

1.976 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

.                                                                         

Sementara itu, resultan momen termal sama dengan nol maka laminat tidak 

mengalami kelengkungan sehingga bisa dituliskan bahwa 

[
 
 
 
 
.

.

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

0

0

0

.

.]
 
 
 

.                                                             

Dengan demikian, regangan di sepanjang ketebalan laminat adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0
+ 𝑧𝜅𝑥

0

𝜀𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑦

0

𝛾𝑥𝑦
0
+ 𝑧𝜅𝑥𝑦

0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

                                                   

=

[
 
 
 

.

.

627 × 10−6

1.976 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

.                                                               

Jika digambarkan, regangan yang bekerja pada lapisan laminat tersebut 

seperti ditunjukkan pada gambar berikut. 
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Pada Contoh 8.7, kita sudah menentukan matriks kekakuan tereduksi yang 

ditransformasi dari setiap lamina. Dengan demikian, karena kita juga sudah 

menentukan regangan di sepanjang ketebalan laminat, tegangan di 

sepanjang ketebalan lamina dengan serat arah 0° adalah 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

7,10 0,41 0

0,41 1,62 0

0 0 0,9

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

627 × 10−6

1.976 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                  

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

52,58

34,63

0

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                          (e) 

Persamaan (e) berlaku pada rentang (−0,15 mm) ≤ z ≤ (15 mm).  

Tegangan yang bekerja pada lamina dengan serat arah 30° adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

4,92 1,21 1,65

1,21 2,18 0,72

1,65 0,72 1,71

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

627 × 10−6

1.976 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa                Bu
ku

 in
i t

id
ak

 d
ip

er
ju

al
be

lik
an

.



314  |  Mekanika Material Komposit: … 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

54,89

50,78

24,58

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                            (f) 

Tegangan yang bekerja pada lamina dengan serat arah −30° adalah  

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

4,92 1,21 −1,65

1,21 2,18 −0,72

−1,65 −0,72 1,71

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

627 × 10−6

1.976 × 10−6

0

.

.]
 
 
 

× 1010 Pa      

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

54,89

50,78

−24,58

.

.]
 
 
 

MPa.                                                                       (g) 

Persamaan (f) berlaku pada rentang (−0,45 mm) ≤ z ≤ (−0,30 mm) dan 

(0,30 mm) ≤ z ≤ (0,45 mm) , sedangkan persamaan (g) berlaku pada 

rentang (−0,30 mm) ≤ z ≤ (−0,15 mm)  dan (0,15 mm) ≤ z ≤
(0,30 mm). Terlihat bahwa meskipun tidak ada gaya luar yang bekerja, 

laminat juga dapat mengalami tegangan di sepanjang ketebalan laminat 

tersebut akibat perubahan suhu. Selain itu, efek perubahan kelembapan juga 

memiliki bentuk yang sama dengan efek perubahan suhu maka perubahan 

kelembapan juga bisa menghasilkan tegangan di sepanjang ketebalan 

laminat meskipun tidak ada gaya luar yang bekerja. 

Berdasarkan persamaan (e), (f), dan (g), tegangan-tegangan yang 

bekerja dapat digambarkan seperti ditunjukkan pada gambar di bawah. 
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K. Koefisien Deformasi Termal dan Koefisien Deformasi 

Kelembapan 

Misalkan sebuah laminat mengalami perubahan suhu. Kemudian, selama 

perubahan suhu tersebut, kelembapan laminat tidak berubah dan laminat tidak 

menerima gaya dari luar. Dengan demikian, persamaan (8.80) dapat ditulis 

sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

.              (8.81) 

Persamaan (8.81) menunjukkan bahwa regangan bidang referensi hanya 

mungkin disebabkan oleh resultan tegangan termal dan resultan momen termal. 

Dengan kata lain, karena resultan tegangan termal dan resultan momen termal 

disebabkan oleh perubahan suhu, regangan yang diberikan oleh persamaan 

(8.81) adalah regangan yang disebabkan oleh perubahan suhu. 
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Untuk mendeskripsikan hubungan antara regangan dan perubahan suhu 

pada laminat, kita bisa mendefinisikan koefisien deformasi termal dari sebuah 

laminat. Karena 𝜀 = 𝛼∆𝑇 , koefisien deformasi termal 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦 , dan 𝛼𝑧  dari 

laminat didefinisikan sebagai 

𝛼𝑥 =
𝜀𝑥

0

∆𝑇
;                                                     (8.82) 

𝛼𝑦 =
𝜀𝑦

0

∆𝑇
;                                                     (8.83) 

𝛼𝑥𝑦 =
𝛾𝑥𝑦

0

∆𝑇
;                                                    (8.84) 

dengan regangan 𝜀𝑥
0 , 𝜀𝑦

0 , dan 𝛾𝑥𝑦
0  dapat ditentukan dengan menggunakan 

persamaan (8.81). Akan tetapi, penentuan koefisien deformasi termal yang 

diberikan oleh persamaan (8.82)–(8.84) mengharuskan kita untuk mengetahui 

perubahan suhu dari laminat. Supaya perubahan suhu laminat tidak harus 

diketahui, kita bisa merumuskan koefisien deformasi termal laminat ketika 

∆𝑇 = 1°C. Ketika ∆𝑇 = 1°C, persamaan (8.82)–(8.84) dapat ditulis sebagai 

𝛼𝑥 = (𝜀𝑥̂
0
) °C,⁄                                                         (8.85) 

𝛼𝑦 = (𝜀𝑦̂
0
) °C⁄ ,                                                        (8.86) 

𝛼𝑥𝑦 = (𝛾̂𝑥𝑦
0
) °C⁄ ,                                                      (8.87) 

dengan 𝜀𝑥̂
0, 𝜀𝑦̂

0, dan 𝛾̂𝑥𝑦
0  adalah regangan laminat akibat perubahan suhu sebesar 

∆𝑇 = 1°. 

Sekarang, kita perlu menentukan rumusan untuk menentukan 𝜀𝑥̂
0, 𝜀𝑦̂

0, dan 

𝛾̂𝑥𝑦
0 . Dengan mendefiniskan resultan tegangan termal satuan dan resultan 

momen termal satuan sebagai 𝑁̂𝑇 dan 𝑀̂𝑇, yaitu 

𝑁̂𝑇 =

[
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑇

𝑁̂𝑦
𝑇

𝑁̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=
1

∆𝑇
 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

,                                             (8.88) 

𝑀̂𝑇 =

[
 
 
 

.

.

𝑀̂𝑥
𝑇

𝑀̂𝑦
𝑇

𝑀̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=
1

∆𝑇
[
 
 
 

.

.

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

.

.]
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persamaan (8.81) dapat ditulis sebagai 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
0

𝜅𝑦
0

𝜅𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑇

𝑁̂𝑦
𝑇

𝑁̂𝑥𝑦
𝑇

𝑀̂𝑥
𝑇

𝑀̂𝑦
𝑇

𝑀̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

∆𝑇                           

 

sehingga 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥̂
0

𝜀𝑦̂
0

𝛾̂𝑥𝑦
0

𝜅̂𝑥
0

𝜅̂𝑦
0

𝜅̂𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑇

𝑁̂𝑦
𝑇

𝑁̂𝑥𝑦
𝑇

𝑀̂𝑥
𝑇

𝑀̂𝑦
𝑇

𝑀̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,                  (8.90) 

dengan 𝜅̂𝑥
0, 𝜅̂𝑦

0, dan 𝜅̂𝑥𝑦
0  adalah kelengkungan laminat akibat perubahan suhu 

sebesar ∆𝑇 = 1°. Dengan demikian, meskipun kita tidak mengetahui perubahan 

suhu yang dialami suatu laminat, koefisien deformasi termal laminat dapat 

ditentukan dengan menggunakan persamaan (8.85)–(8.87). Untuk 

menggunakan persamaan tersebut, regangan 𝜀𝑥̂
0, 𝜀𝑦̂

0, dan 𝛾̂𝑥𝑦
0  dapat ditentukan 

dengan menggunakan persamaan (8.90). Kemudian, berdasarkan persamaan 

(8.69) dan (8.88), resultan tegangan termal satuan dapat dirumuskan sebagai  

[
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑇

𝑁̂𝑦
𝑇

𝑁̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

= ∑  

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

                (8.91) 

dan berdasarkan persamaan (8.74) dan (8.89), resultan momen termal satuan 

dapat dirumuskan sebagai  
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[
 
 
 

.

.

𝑀̂𝑥
𝑇

𝑀̂𝑦
𝑇

𝑀̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=
1

2
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
)

𝑁

𝑘=1

.          (8.92) 

Dengan cara yang sama, koefisien deformasi kelembapan dapat 

dirumuskan sebagai  

𝛽𝑥 = (𝜀𝑥̂
0
) %,⁄                                                         (8.93) 

𝛽𝑦 = (𝜀𝑦̂
0
) %⁄ ,                                                        (8.94) 

𝛽𝑥𝑦 = (𝛾̂𝑥𝑦
0
) %⁄ ,                                                      (8.95) 

dengan 𝜀𝑥̂
0 , 𝜀𝑦̂

0 , dan 𝛾̂𝑥𝑦
0  sekarang merupakan regangan akibat perubahan 

kelembapan sebesar ∆𝑀 = 1%. Regangan tersebut dapat ditentukan dengan 

menggunakan 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝜀𝑥̂
0

𝜀𝑦̂
0

𝛾̂𝑥𝑦
0

𝜅̂𝑥
0

𝜅̂𝑦
0

𝜅̂𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑎11 𝑎12 𝑎16 𝑏11 𝑏12 𝑏16

𝑎12 𝑎22 𝑎26 𝑏12 𝑏22 𝑏26

𝑎16 𝑎26 𝑎66 𝑏16 𝑏26 𝑏66

𝑏11 𝑏12 𝑏16 𝑑11 𝑑12 𝑑16

𝑏12 𝑏22 𝑏26 𝑑12 𝑑22 𝑑26

𝑏16 𝑏26 𝑏66 𝑑16 𝑑26 𝑑66

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑀

𝑁̂𝑦
𝑀

𝑁̂𝑥𝑦
𝑀

𝑀̂𝑥
𝑀

𝑀̂𝑦
𝑀

𝑀̂𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 
 
 
 
 
 

,             (8.96) 

dengan 

[
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑀

𝑁̂𝑦
𝑀

𝑁̂𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

= 𝑁̂𝑀 =∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛽
𝑥

𝛽
𝑦

𝛽𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

         (8.97) 

dan   

[
 
 
 

.

.

𝑀̂𝑥
𝑀

𝑀̂𝑦
𝑀

𝑀̂𝑥𝑦
𝑀

.

.]
 
 
 

= 𝑀̂𝑀 =
1

2
∑ 

[
 
 
 

.

.

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16

𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26

𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

.

.]
 
 
 

𝑘
[
 
 
 

.

.

𝛼𝑥

𝛼𝑦

𝛼𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

𝑘

(𝑧𝑘
2 − 𝑧

𝑘−1

2
) .

𝑁

𝑘=1

 (8.98) 
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𝑁̂𝑀 dan 𝑀̂𝑀 secara berturut-turut disebut sebagai resultan tegangan kelembapan 

satuan dan resultan momen kelembapan satuan.  

Contoh 8.9 

Tentukan koefisien deformasi termal dari laminat dengan susunan (60/30/0)𝑆. 

Diketahui bahwa lamina penyusunnya memiliki sifat-sifat 𝐸1 = 80 GPa, 𝐸2 =
15 GPa,  𝜈12 = 0,25,  𝐺12 = 7 GPa,  𝛼1 = 6,10 × 10−6 ℃⁄ ,  𝛼2 =
23 × 10−6 ℃⁄ ,  𝛽1 = 425 × 10−6 %⁄ ,  dan 𝛽2 = 6.250 × 10

−6 %.⁄  

Kemudian, diketahui juga bahwa kelembapan laminat tidak berubah dan 

ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,15 mm. 

 

Jawab 

Karena susunan laminat adalah simetri, persamaan (8.96) dapat ditulis sebagai    

[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥̂
0

𝜀𝑦̂
0

𝛾̂𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴
11
∗ 𝐴

12
∗ 𝐴

16
∗

𝐴
12
∗ 𝐴

22
∗ 𝐴

26
∗

𝐴
16
∗ 𝐴

26
∗ 𝐴

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑇

𝑁̂𝑦
𝑇

𝑁̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

.                                   (a) 

Seperti yang sudah kita lakukan sebelumnya, diperoleh bahwa  

[
 
 
 

.

.

𝐴
11
∗ 𝐴

12
∗ 𝐴

16
∗

𝐴
12
∗ 𝐴

22
∗ 𝐴

26
∗

𝐴
16
∗ 𝐴

26
∗ 𝐴

66
∗

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,52 −0,56 −1,28

−0,56 4,88 −2,82

−1,28 −2,82 10,30

.

.]
 
 
 

 × 10−8 Pa−1 ∙m−1.   (b) 

 

Kemudian, resultan tegangan termal satuan akan dapat ditentukan dengan 

menggunakan persamaan (8.91). Dengan menentukan terlebih dahulu koefisien 

deformasi termal dan matriks kekakuan tereduksi yang ditransformasi dari 

masing-masing lamina, akan diperoleh  

[
 
 
 

.

.

𝑁̂𝑥
𝑇

𝑁̂𝑦
𝑇

𝑁̂𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

460,31

397,66

54,25

.

.]
 
 
 

 N m.⁄                                            (c) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (b) dan (c) ke persamaan (a), akan 

diperoleh Bu
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[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥̂
0

𝜀𝑦̂
0

𝛾̂𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

2,52 −0,56 −1,28

−0,56 4,88 −2,82

−1,28 −2,82 10,30

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

460,31

397,66

54,25

.

.]
 
 
 

× 10−8 

=

[
 
 
 

.

.

8,68

15,32

−11,50

.

.]
 
 
 

× 10−6.                                                   

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (8.85)–(8.87), koefisien deformasi 

termal laminat adalah 

𝛼𝑥 = 8,68 × 10−6 °C,⁄    

𝛼𝑦 = 15,32 × 10−6 °C⁄ ,                                                   

𝛼𝑥𝑦 = −11,50 ×  10−6 °C.⁄                                              

L. Efek Higrotermal terhadap Kekuatan  

Karena perubahan suhu dan perubahan kelembapan memengaruhi tegangan 

yang bekerja di sepanjang ketebalan laminat, tentu perubahan tersebut juga 

berpengaruh terhadap kekuatan suatu laminat. Untuk memprediksi kekuatan 

laminat dengan memperhitungkan efek higrotermal, kita dapat menggunakan 

cara yang hampir sama dengan yang kita lakukan pada Bab VII. Perbedaannya 

adalah efek higrotermal diperhitungkan ketika menentukan tegangan yang 

bekerja di sepanjang ketebalan laminat. Untuk lebih jelasnya, mari kita lihat 

contoh berikut. 

Contoh 8.10 

Sebuah silinder dengan diameter 0,1 m dibuat dari laminat dengan susunan 
(60/45/30)S . Silinder tersebut menerima gaya pada arah aksial seperti 

ditunjukkan pada gambar di bawah. Diketahui bahwa setiap lamina penyusun 

memiliki sifat 𝐸1 = 65 GPa , 𝐸2 = 14 GPa , 𝜈12 = 0,25 , 𝐺12 = 8 GPa , 𝛼1 =
6,30 × 10−6 ℃⁄ , 𝛼2 = 23 × 10

−6 ℃⁄ , 𝛽1 = 415 × 10
−6 %⁄ , dan 𝛽2 =

6.220 × 10−6 %⁄ . Diketahui bahwa kelembapan laminat tidak berubah dan 

ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,25 mm  dan kekuatan lamina 

diberikan oleh 𝜎1
tek = −600 MPa , 𝜎1

tar = 1.000 MPa , 𝜎2
tek = −120 MPa , 

𝜎2
tar = 40 MPa , dan 𝜏12

maks = 65 MPa . Jika silinder tersebut dipanaskan 
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sehingga mengalami kenaikan suhu sebesar ∆𝑇 = 60°C  dari keadaan tanpa 

tegangan, tentukan besar gaya 𝑭𝑥  maksimum yang mampu ditahan silinder 

tersebut, baik gaya tekan maupun gaya tarik. Asumsikan bahwa sifat-sifat 

lamina tidak berubah selama kenaikan suhu. 

 

 

 

Jawab 

Seperti yang sudah kita lakukan pada Contoh 7.6, Resultan tegangan 𝑁𝑥 yang 

diberikan oleh gaya 𝑭𝑥 adalah 

𝑁𝑥 =
𝐹

2𝜋𝑅
=

𝐹

2𝜋(0,05 m)
          

maka 

𝑁𝑥 =
𝐹

0,314 m
.                                                                  (a) 

Kemudian, matriks 𝐴∗ dari laminat adalah 

𝐴∗ =

[
 
 
 

.

.

2,96 −0,47 −1,77

−0,47 2,96 −1,77

−1,77 −1,77 6,55

.

.]
 
 
 

× 10−8 Pa−1 ∙m−1.                (b) 

 

Selanjutnya, seperti yang sudah kita lakukan pada Contoh 8.7, resultan tegangan 

termal laminat adalah 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

38.044

38.044

6.062

.

.]
 
 
 

N m⁄ .                                             (c) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (8.80), karena laminat simetris dan 

kelembapan laminat tidak berubah, dapat dituliskan bahwa 

𝑭𝑥 𝑭𝑥 
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[
 
 
 
 
.

.

𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝐴
11
∗ 𝐴

12
∗ 𝐴

16
∗

𝐴
12
∗ 𝐴

22
∗ 𝐴

26
∗

𝐴
16
∗ 𝐴

26
∗ 𝐴

66
∗

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝑁𝑥 + 𝑁𝑥
𝑇

𝑁𝑦 + 𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦 + 𝑁𝑥𝑦
𝑇

.

.]
 
 
 

                                                        

=

[
 
 
 

.

.

2,96 −0,47 −1,77

−0,47 2,96 −1,77

−1,77 −1,77 6,55

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

(𝐹 0,314 m⁄ ) + 38.044

0+ 38.044

0+ 6.062

.

.]
 
 
 

                

=

[
 
 
 
 
.

.

(9,42 × 10−8 N−1)  𝐹 + 0,00083797

(−1,51 × 10−8 N−1)  𝐹 + 0,00083797

(−5,63 × 10−8 N−1)  𝐹 − 0,00094832

.

.]
 
 
 

                                        

atau 

 

[
 
 
 

.

.

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 
 
.

.

0,00083797

0,00083797

−0,00094832

.

.]
 
 
 

+

[
 
 
 
 
.

.

(9,42 × 10−8 N−1)  𝐹

(−1,51 × 10−8 N−1)  𝐹

(−5,63 × 10−8 N−1)  𝐹

.

.]
 
 
 

 N−1.               (d) 

Sekarang, mari kita tentukan tegangan 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, dan 𝜏𝑥𝑦 yang bekerja pada 

setiap lamina. Dengan mengalikan matriks kekakuan tereduksi dari lamina arah 

30° dengan persamaan (d), diperoleh           

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

32,53

19,29

3,88

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

3.217,12 𝐹

384,31 𝐹

487,56 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2.                                          (e) 

Dengan mengalikan matriks kekakuan tereduksi dari lamina arah 45° dengan 

persamaan (d), diperoleh       

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

24,27

24,27

4,36

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

1.871,41 𝐹

121,74 𝐹

−482 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2.                                          (f) 

Kemudian, dengan mengalikan matriks kekakuan tereduksi dari lamina arah 

60° dengan persamaan (d), diperoleh Bu
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[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

19,29

32,53

3,88

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

1.280,89 𝐹

−506,05 𝐹

−482,74 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2.                                          (g) 

Selanjutnya, kita perlu mentransformasikan persamaan (e)–(f) ke sistem 

koordinat utama. Untuk lamina dengan serat arah 30°, dapat dituliskan bahwa 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

.

.]
 
 
 

                            

         =

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

19,29

32,53

3,88

.

.]
 
 
 

 MPa                                        

+

[
 
 
 

.

.

𝑚2 𝑛2 2𝑚𝑛

𝑛2 𝑚2 −2𝑚𝑛

−𝑚𝑛 𝑚𝑛 𝑚2 − 𝑛2

.

.]
 
 
 

[
 
 
 

.

.

1.280,89 𝐹

−506,05 𝐹

−482,74 𝐹

.

.]
 
 
 

 m−2 

maka 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

32,59

19,24

−3,79

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

2.931,16 𝐹

670,28 𝐹

−982,86 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2.                             (h) 

Dengan cara yang sama, tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja pada lamina 

dengan serat arah 45° dan 60° secara berturut-turut diberikan oleh persamaan 

(i) dan (j) berikut: 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

28,63

19,91

0

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

991,75 𝐹

1.001,39 𝐹

−874,84 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2,                               (i) 

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

32,59

19,24

3,79

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

−477,38 𝐹

1.252,22 𝐹

−532,40 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2.                               (j) 
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Selanjutnya, berdasarkan data-data pada soal, setiap lamina akan 

mengalami kegagalan jika tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 melanggar pertidaksamaan 

berikut. 

[
 
 
 

.

.

−600 MPa

−120 MPa

−65 MPa

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

𝜎1

𝜎2

𝜏12

.

.]
 
 
 

<

[
 
 
 

.

.

1.000 MPa

40 MPa

65 MPa

.

.]
 
 
 

.                                    (k) 

Dengan demikian, pada lamina dengan serat arah 30°, berdasarkan persamaan 

(h) dan pertidaksamaan (k), lamina tersebut akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tekan pada arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser 𝜏12 

negatif jika gaya 𝐹  yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua, dan ketiga pada persamaan (l) berikut. 

[
 
 
 

.

.

32,59

19,24

−3,79

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

2.931,16 𝐹

670,28 𝐹

−982,86 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2 =

[
 
 
 

.

.

−600 MPa

−120 MPa

−65 MPa

.

.]
 
 
 

,  

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−215,82

−207,73

62,28

.

.]
 
 
 

kN.                               (l) 

Kemudian, lamina dengan serat arah 30° akan mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser 𝜏12 

positif jika gaya 𝐹  yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris 

pertama, kedua, dan ketiga pada persamaan (m) berikut. 

[
 
 
 

.

.

32,59

19,24

−3,79

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

2.931,16 𝐹

670,28 𝐹

−982,86 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2 =

[
 
 
 

.

.

1.000 Mpa

40 Mpa

65 Mpa

.

.]
 
 
 

,   

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

330,04

30,97

−69,99

.

.]
 
 
 

kN.             (m) 

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (i) dan pertidaksamaan (k), lamina 

dengan serat arah 45° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada 

arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser negatif jika gaya 𝐹 yang Bu
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bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua dan ketiga 

pada persamaan (n) berikut. 

[
 
 
 

.

.

28,63

19,91

0

.

.]
 
 
 

Mpa +

[
 
 
 

.

.

991,75 𝐹

1.001,39 𝐹

−874,84 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2 =

[
 
 
 

.

.

−600 Mpa

−120 Mpa

−65 Mpa

.

.]
 
 
 

,          

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−633,86

−139,72

74,30

.

.]
 
 
 

kN.               (n) 

Lamina dengan serat arah 45° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tarik 

pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser positif jika gaya 𝐹 

yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan 

ketiga pada persamaan (o) berikut. 

[
 
 
 

.

.

28,63

19,91

0

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

991,75 𝐹

1.001,39 𝐹

−874,84 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2 =

[
 
 
 

.

.

1.000 MPa

40 MPa

65 MPa

.

.]
 
 
 

 ,                          

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

979,45

20,06

−74,30

.

.]
 
 
 

kN.                                  (o) 

Kemudian, berdasarkan persamaan (j) dan pertidaksamaan (k), lamina 

dengan serat arah 60° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tekan pada 

arah 1, tegangan tekan pada arah 2, dan tegangan geser negatif jika gaya 𝐹 yang 

bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan ketiga 

pada persamaan (p) berikut. 

[
 
 
 

.

.

32,59

19,24

3,79

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

−477,38 𝐹

1.252,22 𝐹

−532,40 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2 =

[
 
 
 

.

.

−600 MPa

−120 MPa

−65 MPa

.

.]
 
 
 

,                                        

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

1.325,13

−111,19

129,21

.

.]
 
 
 

kN.                               (p) 
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Lamina dengan serat arah 60° akan mengalami kegagalan akibat tegangan tarik 

pada arah 1, tegangan tarik pada arah 2, dan tegangan geser positif jika gaya 𝐹 

yang bekerja secara berturut-turut diberikan oleh baris pertama, kedua, dan 

ketiga pada persamaan (q) berikut. 

[
 
 
 

.

.

32,59

19,24

3,79

.

.]
 
 
 

MPa +

[
 
 
 

.

.

−477,38 𝐹

1.252,22 𝐹

−532,40 𝐹

.

.]
 
 
 

m−2 =

[
 
 
 

.

.

1.000 MPa

40 MPa

65 MPa

.

.]
 
 
 

,                   

[
 
 
 

.

.

𝐹

𝐹

𝐹

.

.]
 
 
 

=

[
 
 
 

.

.

−2.026,50

16,58

−114,97

.

.]
 
 
 

kN.                            (q) 

Berdasarkan persamaan (l)–(q), dapat disimpulkan bahwa batas gaya 𝐹 

yang dapat menyebabkan terjadinya kegagalan pada laminat akibat tegangan 

tarik pada arah 1 dan arah 2, tegangan tekan pada arah 1 dan 2, serta tegangan 

geser 𝜏12 positif dan negatif ditunjukkan pada tabel di bawah. Berdasarkan tabel 

tersebut, terlihat bahwa besar gaya tekan maksimum yang mampu ditahan oleh 

silinder adalah sebesar 69,99 kN,  yaitu ketika gaya tekan tersebut 

menyebabkan lamina dengan serat arah 30°  mengalami kegagalan akibat 

tegangan geser 𝜏12 positif. Kemudian, besar gaya tarik maksimum yang mampu 

ditahan silinder adalah sebesar 16,58 kN , yaitu ketika gaya tarik tersebut 

menyebabkan lamina dengan serat arah 60°  mengalami kegagalan akibat 

tegangan tarik pada arah 2. 

Lamina 
Penyebab kegagalan 

𝝈𝟏
𝐭𝐞𝐤 𝝈𝟏

𝐭𝐚𝐫 𝝈𝟐
𝐭𝐞𝐤 𝝈𝟐

𝐭𝐚𝐫 − 𝝉𝟏𝟐
𝐦𝐚𝐤𝐬 + 𝝉𝟏𝟐

𝐦𝐚𝐤𝐬 

30° −215,82 330,04 −207,73 30,97 62,28 −69,99 

45° −633,86 979,45 −139,72 20,06 74,30 −74,30 

60° 1.325,13 −2.026,50 −111,19 16,58 129,21 −114,97 
 

M. Tegangan Sisa saat Proses Fabrikasi 

Perlu diketahui bahwa dalam proses fabrikasi laminat atau material komposit 

dengan matriks polimer, matriks pada laminat tersebut pada awalnya berwujud 

cair. Matriks pada laminat tersebut kemudian dikeraskan melalui suatu proses 

yang disebut sebagai proses pematangan. Pada jenis-jenis matriks tertentu, 

proses pematangan tersebut biasanya terjadi pada suhu yang cukup tinggi.  
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Ketika laminat memasuki proses pendinginan setelah sebelumnya 

dipanaskan, matriks pada laminat tersebut akan mengeras sehingga pada suhu 

tertentu, sifat-sifat dari setiap lamina penyusun sudah terbentuk. Pada keadaan 

tersebut, laminat berada dalam keadaan tanpa tegangan. Akan tetapi, pada 

keadaan tersebut, suhu dari laminat masih cukup tinggi. Oleh sebab itu, ketika 

proses fabrikasi sudah selesai, yaitu ketika suhu laminat sudah mencapai suhu 

ruang, ini berarti bahwa laminat mengalami penurunan suhu sehingga bisa 

menghasilkan tegangan pada setiap lamina penyusun. Tegangan tersebut 

disebut sebagai tegangan sisa. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa 

proses fabrikasi juga dapat menghasilkan tegangan di sepanjang ketebalan 

laminat.  

Soal-soal 

1. Sebuah elemen lamina dengan serat arah 30° mengalami kenaikan suhu 

sebesar 60°C. Kemudian, selama kenaikan suhu tersebut, diketahui bahwa 

kelembapan lamina tidak berubah. Tentukan tegangan dari luar yang perlu 

diberikan untuk mempertahankan ukuran dan bentuk elemen lamina 

tersebut. Diketahui bahwa 𝐸1 = 130 GPa,  𝐸2 = 9 GPa,  𝐺12 = 9 GPa, 
𝜈12 = 0,25,  𝛼1 = −0,017 × 10

−6 ℃⁄ ,  𝛼2 = 21 × 10−6 ℃⁄ ,  𝛽1 =
140 × 10−6 %⁄ , dan 𝛽2 = 4.500 × 10

−6 %.⁄  

2. Tentukan koefisien deformasi termal dan koefisien deformasi kelembapan 

dari lamina pada soal nomor 1. 

3. Sebuah laminat dengan susunan (60/30/0)𝑆  memiliki lamina penyusun 

dengan sifat 𝐸1 = 80 GPa, 𝐸2 = 15 Gpa, 𝜈12 = 0,25, 𝐺12 = 7 Gpa, 𝛼1 =
6,10 × 10−6 ℃⁄ , 𝛼2 = 23 × 10−6 ℃⁄ , 𝛽1 = 425 × 10−6 %⁄ , dan 𝛽2 =
6.250 × 10−6 %⁄ . Kemudian, diketahui juga bahwa kelembapan laminat 

tidak berubah dan ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,15 mm. Jika 

laminat tersebut dimatangkan pada suhu 150°C, tentukan tegangan sisa 

yang terjadi pada suhu ruang ( 25°C  ) di sepanjang ketebalan laminat 

tersebut. 

4. Misalkan elemen laminat dengan susunan [±30/0]𝑆  mengalami 

pembengkokan seperti ditunjukkan pada gambar berikut. Diketahui bahwa 

radius kelengkungan 𝑅0adalah 0,20 m dan regangan elemen laminat pada 

titik 𝑃0 adalah 𝜀𝑥
0 = 300 × 10−6.  
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Ketebalan setiap lamina penyusun adalah 0,15 mm, sedangkan 𝜀𝑦
0, 𝛾𝑥𝑦

0 , 𝜅𝑦
0, 

dan 𝜅𝑥𝑦
0  bernilai nol. Jika perubahan suhu laminat dari keadaan tanpa 

tegangan adalah ∆𝑇 = 20°C  dan laminat tidak mengalami perubahan, 

tentukan tegangan 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , dan 𝜏𝑥𝑦  yang bekerja di sepanjang ketebalan 

laminat. Kemudian, tentukan juga tegangan 𝜎1, 𝜎2, dan 𝜏12 yang bekerja di 

sepanjang ketebalan laminat tersebut. Diketahui bahwa sifat lamina 

penyusun diberikan oleh 𝐸1 = 75 GPa, 𝐸2 = 10 GPa, 𝜈12 = 0,25,  𝐺12 =
8 GPa,  𝛼1 = 6,10 × 10−6 ℃⁄ ,  𝛼2 = 23 × 10

−6 ℃,⁄  𝛽1 =
425 × 10−6 %,⁄  dan 𝛽2 = 6.250 × 10

−6 %⁄ . 

5. Tentukan koefisien deformasi termal dan koefisien deformasi kelembapan 

dari lamina pada soal nomor 4. 

 

 

 

𝑃0 

𝑅0 

𝑧 

𝑥 
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Mekanika 
Material Komposit
Dari Lamina hingga Laminat

Ahmedi Asraf

aterial komposit memiliki banyak keunggulan dibandingkan dengan material-Mmaterial yang lain. Salah satu keunggulan tersebut adalah sifatnya yang kuat, 

kaku, sekaligus ringan. Material dengan sifat-sifat yang seperti ini sangat 

diperlukan untuk pembuatan struktur ringan yang banyak diaplikasikan di berbagai 

bidang. Melihat luasnya penggunaan material komposit untuk pembuatan struktur 

ringan maka penjelasan yang komprehensif, sistematis, dan terperinci tentang material 

tersebut juga sangat diperlukan. Buku ini ditulis dengan harapan dapat menjadi bacaan 

utama baik bagi pelajar, pengajar, maupun praktisi di bidang material komposit. 

Pembahasan pada buku ini terfokus pada analisis tentang mekanika dari material 

komposit yang berupa lamina dan laminat pada skala makro. Inti dari pembahasan 

tersebut adalah berupa penjelasan tentang hubungan respons material komposit 

dengan gaya luar, perubahan suhu, dan perubahan tingkat kelembapan dari material 

komposit tersebut.   

Buku ini terdiri atas delapan bab yang berkaitan antara satu dan lainnya. Bab pertama 

menjadi dasar untuk mempelajari bab kedua dan seterusnya. Oleh sebab itu, setiap bab 

pada buku ini harus dipelajari secara berurutan. Kemudian, untuk memudahkan 

pembaca, di setiap awal bab, terdapat peta konsep yang menunjukkan keterkaitan 

antarsubbab pada bab tersebut. Selain itu, terdapat contoh-contoh soal terkait konsep-

konsep yang diberikan.   

Pembaca buku ini diasumsikan telah mempelajari kalkulus, aljabar linier dan fisika dasar 

mekanika. Pemahaman pembaca tentang mekanika material akan sangat membantu, 

tetapi pemahaman tersebut tidak menjadi prasyarat untuk mempelajari buku ini. 
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